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PBEFAZIONE 



£a si recte constitata faerìnt et in- , 
geniose, ncrlptora haec universalis aeqae 
erìt ikcilis qnam communis, et quae possìt 
sine omni lexico legi, simalque imbibetar 
.omnium rerum fundamentalis cognìtio. 

Leibniz {DissértaUo de arte eoinbi- 
naioria). 



La logica Aristotelica, o scolastica, studia le 
forme di ragionamento proprie del linguaggio 
comune, e dei termini di questo si serve per 
enunciare le sue leggi. La logica matematica, 
studia le forme di ragionamento proprie delle 
scienze deduttive e in particolare della mate- 
matica, e da questa copia i simboli dei quali sì 
serve per enunciare le sue leggi. 

Mentre i termini del linguaggio òomune as- 
sumono spesso diverso significato o valore a se- 
conda del posto che occupano nel periodo, a causa 
delle jfrequenti eccezioni a cui sono soggette le 
regole grammaticali, i simboli della logica ma- 
tematica conservano ovunque il medesimo signi- 
ficato, non essendo suscettibili di eccezioni Ir 
ie&ffiri alle anali si è convenuto che soddisfino 
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Di più, mentre i termini del linguaggio comune 
danno luogo a combinazioni pròprie della spe- 
ciale struttura di ogni lingua, i simboli della 
logica matematica costituiscono un sistema di 
scrittura universale indipendente da qualsiasi 
lingua. 

I caratteri ora accennati separano nettamente 
la logica scolastica dalla logica matematica, e 
danno a quest'ultima un grado di rigore scien- 
tifico che è impossibile raggiungere con la prima. 

II merito di aver dati i primi germi dell'at- 
tuale logica matematica, spetta incontestabil- 
mente a quella vasta mente di matematico e di 
filosofo che fu il Leibniz {Dissertatio de arte com- 
binatoria, 1666). Leibniz per il primo enunciò 
la proprietà associativa e commutativa del pro- 
dotto logico e la legge di semplificazione. Leibniz 
concepì per il primo il grandioso progetto di 
creare una scrittura universale, mediante la 
quale ogni idea composta potesse esprimersi per 
mezzo di idee semplici, rappresentate ciascuna 
da un segno speciale. La tarda età, come egli 
stesso dice, gli impedì di effettuare il suo pro- 
getto, e tradurre in simboli tutto lo scibile al- 
lora noto. 

Alla risoluzione del problema di Leibniz hanno 
grandemente contribuito i cultori della logica 
matematica. Questa ha assunto forma scientifica, 
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per la prima volta, per opera più specialmente 
dell'inglese Boole {An investigation of the laws 
of thoughtj London 1854) che ha applicato alla 
logica il simbolismo algebrico. Lo Schrodek 
(Der Operationskreis der Logikkalkuls, Leipzig 
1872) ha opportunamente trasformato il simbo- 
lismo del Boole cambiando alcune definizioni; a 
lui si deve, fra altro, la legge di dualità. 

Moltissimi scrittori hanno contribuito al pro- 
gresso della logica matematica; rimandiamo, per 
la bibliografia su questo soggetto, alla volumi- 
nosa e importante opera dello Schroder, Algebra 
del Logik (1890). Notiamo però esplicitamente 
— onde risulti ben chiaro appai'tenere questa 
logica matematica più al campo matematico che 
al filosofico — ,che questi scrittori sono tutti ma- 
tematici e i loro lavori sono pubblicati in perio- 
dici di matematica. 

Nelle Università americane la logica matema- 
tica fa parte dell'insegnamento ufficiale per opera 
di Halsted, Peirce, ed altri. Il Poretzky è libero 
docente in quella russa di Kasan, ed il Nagy 
in quella di Koma. 

La logica matematica fu introdotta in Italia per 
opera dei prof. Peano {Calcolo Geometrico.,., 1888) 
e Nagy {Fondamento di calcolo logico — Gior- 
nale di matematica, t. XXVIII). Infine il Peano, 
nel suo opuscolo " Arlthmetiees principia, nova 
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metìiodo exposita 1889 „, riuscì ad esporre total- 
mente in simboli la teoria dei numeri interi. 
Questo lavoro fu seguito da altri numerosi, per 
opera di diverse persone. Oggi il Formulario che 
va pubblicando ÌSi^ Rivista di matematica si pro- 
pone di trattare totalmente in simboli le varie 
parti della matematica. 

Il presente manuale contiene gli elementi della 
Logica matematica, ed è lo sviluppo di un corso 
di Letture scientifiche da me fatte nel corrente 
anno scolastico presso l'Università di Torino. I 
segni dei quali ho fatto uso sono quelli adottati 
per il Formulario, ora citato, e i numerosi esempi 
sono stati scelti nel campo della matematica 
elementare, per rendere possibile la lettura di 
questo libro, anche a chi non possiede nozioni 
di matematica superiore. 



Torino, marzo 1894. 
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Capitolo I. 



XToziozii g'exxerali. 



Scriveremo il segno €, iniziale della parola iori, al posto 
deiraffermazione è un. Scrivendo, p. es., Dante € poeta, 
esprimiamo, Dante è un poeta, e indichiamo una propo- 
sizione, grammaticalmente semplice, della quale Dante è 
il soggetto (nome proprio) e poeta è l'attributo (nome 
comune, nome di una classe). 



* * 

In matematica occorre spesso far uso delle classi ** Nu- 
meri interi ,, ** Razionali „ " Numeri reali „ Scri- 
veremo : 

N al posto di numero intero positivo (lo zero escluso). 

R „ razionale positivo ( ). 

Q „ numero reale positivo ( ). 

q „ numero reale positivo, o negativo, o nullo. 

Np j, numero primo. 

No, Ro, Qo, per indicare le classi N, R, Q, agli indi- 
vidui delle quali si unisca lo zero. 
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Nrc, ove a; è un numero intero, per indicare, multiplo di 
x; cioè indichiamo con Na? la classe i cui individui sono 
Ix, 2x, Sx ... prodotti per x degli individui di N. 

Con i segni ora introdotti e il segno €, scriviamo sotto 
la forma simbolica seguente le prop. 

2€N; 3/4€R; ircQ^»; V2€q; TcNp; 12€N6 

che si leggono " 2 è un numero intero positivo; 3/4 è 
un razionale positivo; il rapporto della circonferenza al 
diametro è un numero reale positivo; V 2 è un numero 
reale; 7 è un numero primo; 12 è un multiplo di 6. 

I segni N, R, Q possono esser considerati come ab- 
breviazioni dei nomi delle classi corrispondenti. 



Scriveremo il segno o al posto di si deduce. Scrivendo 
p. es. 

(1) X€Ì!Ì.'J,x{x+l)(x + 2) €,m 

leggiamo in uno qualunque dei modi seguenti: * Se a; è 
un numero intero si deduce che a: (a? + 1) (a? + 2) h un 
multiplo di G „ : " Se a; è un numero intero, allora avremo 

che p : ** Se a: fe un numero intero, sarà a? (a? + 1) (a; -f- 2) 

un multiplo di 6 , : " Qualunque sia il numero intero x, 
avremo cke, *... ^ : " Sia x un numero intero, avremo 

chft „ : '^ Dato il numero intero x avremo che ^. 

E aprimi amo con lìV (1) in simboli la nota prop. " H pro^ 
dotto di tre numeri interi consecutivi è un multiplo di 6 ,. 



H) jF^3,141^fl'2... rapporto della circonferenza al diametro. 



Nozioni generali 



Della prop. (1) diciamo che ar e N è Vipotesi, e a: (a: + 1) 
(ar-|-2)€N6 è la tesi; il segno è il segno di deduzione. 
Nella (1), abbiamo fatto precedere e seguire il da un 
punto per separare i tre segni a? e N, 'j, x {x -{- 1) (x -\- 2) 
€N6. 

In generale se a, h sono prop. con a'jh, che si legge 
" da a si deduce b „, esprimiamo che ** se è vera a al- 
lora b e vera „ o anche '^ b e conseguenza di a ,. 



Indicheremo con aè, abc, l'affermazione simultanea 

delle prop. a e b; a^ b e e; Volendo, p. es., affermare 

che 3 e 7 sono numeri primi scriviamo 3 € Np, 7 € Np e 
separiamo con un punto le due prop. semplici 3 € Np, 
TeNp. 

Analogamente scrivendo 11 € Np . 13 € Np . 17 € Np af- 
fermiamo simultaneamente che 11, 12, 17 sono numeri 
primi. 



Volendo affermare simultaneamente che a?, tj, Zy sono 

individui di una classe w, scriveremo x, y, Zj € m in 

luogo del complesso di segni x^u .y^u .z^u Il segno 

ar, y, 0, ... €M si legge '^ x,y,Zj ... sono individui della 
classe u „. 

Col complesso di segni 

esprimiamo ** Se a? e </ sono numeri reali, allora avremo 
che il quadrato di x-\-y h eguale al quadrato di ar, più 
il doppio prodotto di x per y, più il quadrato di y „. 
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Analogamente si hanno le prop. 

i**, y € Q . . log (xy) = logar + logy 

a?, y € q . . ar^ — y* = (a; + y) (a: -^ y) 

iz?, y € q . . (a-* + a:y + f/«) (a: — y) = ic^ — y^ 

che esprimono note proposizioni di algebra. 



Può darsi che nell'ipotesi o nella tesi, o nell'una e 
nell'altra, si debba porre l'affermazione simultanea di due 
o più proposizioni; essendo ciascuna di queste separata 
da un punto, faremo precedere e seguire il segno o da 
un gruppo di due punti. Es. 

a:, y, ;» € N . a: < f/ : : ar/y < (a; -[- «)/(y + z) 

** Se Tj tf, z sono numeri interi e xh minore di y, allora 
il razionale x/y è minore di quello che si ottiene da esso 
aggiungendo lo stesso numero z ai suoi due termini „. 

a:, y € Q . a? < y : : (a: + y)/2 > }/xy 

"Se a?, y sono numeri reali positivi e x h minore di y, 
allora la media aritmetica dei due numeri, (a? -|- y)/2, è 
maggiore della loro media geometrica, 1 a?y ,. 

ar, y, 2f, w € Q . x/y <,zlu:'^: 
W«/ < (^ + ^)/(y + w) . (a; + z)/{y + u)< z/u 



** Se Xf y, z, u sono numeri reali positivi, e x/y e minore 
di zjuf allora avremo che xjy è minore di (a? + z)l{y 4- 
e {x -{- z)/{y -\- u) e minore di z/u „. 



re 
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Scriveremo quot(a;;y) al posto di ** quoto della divi- 
sione di X per y „, e rest(ir, y) al posto di " resto della 
divisione di x per y „. 

Indichiamo qui con* quot {x, y) il più grande dei numeri 
interi z tali che yz^x, e quindi con rest (x, y) il numero 
X — y X quot (x, y). Il numero indicato con quot (a?, y) è 
ciò che, ordinariamente, si suol chiamare quoziente in- 
completo di X per y. 

Abbiamo, p. e., le prop. 

», j/ € N . 0? € Ny : : quot (a?, y) = x/y 

* Se il numero intero x è multiplo del numero intero y, 
allora il quoto di x per y e eguale al razionale xly „. 

Mentre trascurando l'ipotesi areNy si ha 

X, y^ìi .O.xly = quot {x, y) + rest (ar, y)ly. 

Altri esempi. 

a;,y, <s € N.o? € Ngr : : quot(aT+*/> z)==(i\3LOÌ(x,z)-{-ci\xoi{y,z) 

'*' Se 37, «/, 2f sono numeri interi e a? è un multiplo di z^ 
allora il quoto di ar + y per z è eguale al quoto di x 
per z più il quoto di y per 2; „. 

ar, y, 2; € N . a? > y . 0? — y € N2; : : rest (a?, 2?) = rest (y, z) 

* Se la differenza dei numeri x e ye multipla di z^ al- 
lora dividendo x e y per z si ottengono resti eguali „. 
La traduzione letterale dei simboli può farla il lettore 
per esercizio. 
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Quando per le prop. a ft è vera raffermazione simul- 
tanea a 6 . 6 a, diremo che a è equivalente ab e scrive- 
remo a = b. 

Restando sottintesa l'ipotesi a?, i/, 2? € N . a; > y, abbiamo 
che se ir — y è un multiplo di z, allora rest (a;, z)=vest(i^,z): 
e viceversa; se rest (a;, z) =^ rest (^, z) allora x — y è un 
multiplo di z. Sono vere cioè le due prop. 

X — y € N2; . . rest (a?, z) = rest (y, z) 
rest {xy z) = rest (y, 2;) . . a? — y € Na? 

Possiamo quindi affermare che la prop. x — ycN^; è 
equivalente alla prop. rest (a?, ;») = rest (y, 2;). Rimettendo 
l'ipotesi soppressa, abbiamo la prop. 

0?, y, 2;€N.a;>y:0:a: — yeN2?. = . rest'.(a?, z) ^ rest (y, z) 

che può leggersi ** Se x, y, sono numeri e a? è maggiore 
di y, allora avremo che; dire che x — y è un multiplo 
di z equivale a dire che^ rest (a?, 2;) =■ rest (y, 2;) ^. 
Analogaiàente abbiamo 

a?, y€N:D:a;<y. = . quot (a?, y) == 

" Se a?, y sono numeri interi, allora; dire che x è mi- 
nore di y equivale a dire che quot (a?, y) è eguale a zero „. 



Se con D (a?, y) indichiamo la frase ** massimo divisore 
di a? e y ,,, possiamo, mediante tale segno, tradurre in 
simboli la frase ** x è primo con y „. È infatti noto che 
se a; è primo con y allora D(a?, y) = l: e viceversa; se 
D (a?, y) = 1, allora x è primo con y. Le due prop. " a; è 
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primo con y „ * 'D{x,y)=l „ sono dunque equivalenti 
e possiamo alla prima sostituire la seconda. 
La prop., p. e.,. 

a?, y € N . 2? € Na? . 2f € Ny . D (ar, y) = 1 : : 2r € Na?t/ 

si può leggere ' Se un numero z e mùltiplo di altri due 
X, y e questi sono primi tra loro (D(a?, y) = l), allora z 
è un multiplo del prodotto opy „. 

a;, y, 2? € N . a:y € N2; . D (a?, 2;) = 1 : : y € N2; 

* Se un prodotto ò multiplo di un numero z, e uno dei 
fattori è primo con z, allora, Taltro fattore è un multiplo 
ài z ^. 

X, y, €N .-. .'. D(ar, z) = l. D(y. 2?) = 1 : = : D(a^, z) = \ 

** Dire che due numeri sono primi còl numero z equi- 
vale a dire che il loro prodotto è primo col numero 5? „. 

In questa prop. si è fatto precedere e seguire il segno 
da un gruppo di tre punti, essendosi adoperato il gruppo 
di due punti per separare le due prop. equivalenti, dal 
segno ^. 

a:, y, 2? € N : : a?, y € N« . = . D (a?, y) € N« 

* Dire che due iiumeri sono multipli di un numero z, 
equivale a dii*e che il massimo divisore di questi numeri 
è un multiplo di 2; „, in altri termini ** Se un numero 
ne divide altri due divide il loro massimo divisore e vi- 
ceversa ,. 

Scrivendo m(a;, y) al posto di minimo multiplo di x e y^ 
abbiamo, p. e., le prop. 

y € N . a; € Ny : : m (a?, y) = a: 

a-, y € N : : D (a?, v) = 1 . = . m (a;, y) = a:y 

a?,y€N.D.ay = D(ary)x m(a:,y) 
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che il lettore può tradurre nel linguaggio comune per 
esercizio. 



Scriveremo il segno u al posto della parola o. 

Se a, 6 sono prop., scrivendo a*-» 6, affermiamo che è 
vera una almeno delle prop. a, è, e non escludiamo che 
possano essere vere insieme. 

Per l'affermazione simultanea di a e 6 abbiamo fatto 
uso del segno ah. Si scriverà in seguito anche anh e il 
segno n si leggerà e. 

Volendo tradurre in simboli la prop. " Se il prodotto 
di due numeri fe nullo, allora uno almeno dei fattori è 
nullo „, scriviamo 

a?, y€q.icy = 0:O:ic = 0.u.y = 

e leggiamo " Se a;, y sono numeri reali e icy = 0, allora 
avremo che x è eguale a zero, o y e uguale azero „. 

a?, t/€N.2;€Np.a:y€N;2t:O:iz?€N2;.u.yeN0 

* Se il prodotto dei numeri x q y % multiplo del nu- 
mero primo z, allora, o a? è un multiplo di 2; o y è un 
multiplo di -2; ,., o in altri termini * Se un numero primo 
divide un prodotto, divide uno almeno dei fattori ,. 



Scriveremo il segno - al posto della parola non. Se a 
è una prop. con - a indichiamo la sua negazione. Così 
per - (a? € N) si legge " non è vero che a? è un numero 
intero „. 

In luogo del segno - (a? € w), se m è una classe, scriviamo 
X ' ^xi e leggiamo " x non è un w ,. 



Nozioni generali 9 



In luogo dei segno -(a = 6), se a, è sono prop., scri- 
viamo a - «= Ò e leggiamo ** a non è equivalente a & ,. 

Se a?, y sono numeri interi, in luogo dei segni - (a?=y), 
- (a? > y\ - (a? < y), scriveremo a;-=y, x->y, X'<y 
e leggeremo " a? non è eguale ad j/ , , "a? non è mag- 
giore di y „ "a? non è minore di y „. 

a;, y€N.a?-€Ny:0: rest (ar, y) € N 

* Se a; non è un multiplo di y, allora il resto di x 
per y è un numero „. 

a; € N. y € Np . a? - 6 Ny : : D (a?, y) = 1 

•* Ogni numero primo, fe primo con tutti numeri che 
non sono suoi multipli „. 

a;€N.y€Np.a;-€Ny:0: a?v-i _ 1 € Ny 

** Se il numero x non è un multiplo del numero primo 
y, allora a;""^ — 1 è un multiplo di y „. 

^>y€q.*. D-'. aj- = y: = ;a?>y.u.r<y 
. ar, yeq.'. 0.'.a7 = y: = :a;->y. X'<y 

* Dire che a: non è eguale ad y, equivale a dire che, a? 
è maggiore di y, o, a? è minore di y „, " Dire che x è 
eguale ad y, equivale a dire che, x non è maggiore di y 
e a? non è minore di y ,. 



Dei segni che abbiamo finora introdotti parte, come i 
segni N, No, R, Q, q, Np, quot, rest, D, m, appartengono 
insieme ai segni +, — , =, >, < alla matematica. Gli 
altari segni € , o , =, n , u , -, appartengono alla logica 
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Per mezzo di quest'ultimi e dei segni propri di una de- 
terminata scienza, possiamo esprimere tutte le proposi- 
zioni della scienza stessa*. In ciò che precede abbiamo 
dato qualche esempio di prop. d'aritmetica e algebra, 
eapresao mediante gli indicati segni di logica, ma non ci 
damo occupati delle leggi alle quali questi segni soddi^- 
fiano. Faremo lo studio di queste leggi nei capitoli se- 
guenti, adoperando il poco materiale introdotto fin qui 
per portare degli esempi jche aiutino il lettore a inten- 
dere i concetti astratti della logica. 



Capitolo II. 
Il IRaziociziio. 



§ 1. — Le proposizioni primitiye. 

Le lettere a, b, e, indicano proposizioni qualunque. 

Scriviamo il segno o al posto della frase si dedtice, e 
scrivendo aQò leggiamo da a si deduce b. Esprimiamo 
con queste parole ciò che si esprime anche con le frasi 
" è è conseguenza di a ,, ** se a è vera allora anche b è 
vera ,. 

Indichiamo con abc ... Vaffermazione simidtanea delle 
prop. a, 6, e,„. 

H segno db si legge a eb,o anche, è vera a ed è vera b. 

Scrivendo abc indichiamo l'affermazione simultanea di 
ab e di e, scrivendo a(bc) indichiamo l'affermazione simul- 
tanea di a e bc. 

Ammettiamo che aQb e ab, sono proposizioni. 

Si hanno le proposizioni 



1. 


aOa 


2. 


aQaa 


3. 


abQa 


4. 


ab'jba 


5. 


abc a(bc) 
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Le prop. 1 - 3 si leggono " da a si deduce a „, " da (/ 
si deduce a ed a „, ** da « e 6 si deduce a „. Esprimiamo 
così che si passa da un sistema di prop. ad un'altra che 
ne è conseguenza, repetendo il sistema (prop. 1), o ripe- 
tendolo più volte (prop. 2) sopprimendo qualche prop. 
del sistema (prop. 3). 

Le prop. 4, 5 si leggono " da a e 6 si deduce b ed a , 
" da aè e e si deduce a e bc „. Esprimiamo così che in 
un sistema di due prop. si può cambiare l'ordine, e in 
un sistema di tre prop. si può cambiare il modo d'ag- 
gruppamento. Proprietà, che sono, come vedremo, conse- 
guenze di queste si adoperano p. es. in algebra, quando 
da un sistema di equazioni passiamo ad un sistema equi- 
valente o semplicemente conseguenza del primo. 



Al complesso di segni aQb daremo il nome deduzione, 
e diremo che a è il primo membro o Vipotesi, e 6 il se- 
condo membro o la tesi della deduzione. 

All'affermazione simultanea (o congiunzione) ohe ... da- 
remo il nome prodotto logico e diremo che a, 6, e, ... sono 
i fattori del prodotto. 

Separeremo i fattori di un prodotto e i membri di una 
deduzione con un punto o con un gruppo di due, tre,... 
punti. I punti fanno ufficio analogo alle parentesi. 

Scrivendo p. es. a .b^c indichiamo il prodotto di a 
per 6 e; scrivendo a . ft : : e indichiamo la medesima 
cosa indicata dal segno ere e. Scrivendo a . 6 e : Q : d 
leggiamo " se è vera a, e da è si deduce e, allora si de- 
duce d „, cioè a . 6 e è l'ipotesi e ci la tesi della dedu- 
zione. 

Una deduzione, come la precedente, può contenere due 
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più segni Q. Quello fra i segni o che separa l'ipotesi 
dalla tesi sarà preceduto e seguito, o solo preceduto o 
solo seguito, dal gruppo di punti che contiene il massimo 
numero di punti. Così p. es., col complesso di segni, 

a.h::)'.c\d^e\::):\f:r)'.g.h 

indichiamo la deduzione che ha per ipotesi il prodotto 
della prop. ah 3 e, per la prop. e? 3 ^, e per tesi la prop. 

fogh- 



Abbiamo ancora le proposizioni 

6. a . a ò : 3 : &. 

7. a 6 . 3 . ac &c. 

8. ao&.6oc:Oiaoc 

9. 6 . 3 . o 3 ad. 

La prop. 6 si legge " Se è vera a, e da a si deduce è, 
allora avremo che 6 è vera ,. È questa, in sostanza, la 
traduzione in simboli, di uno dei modi con i quali si è 
detto che si può leggere il segno a è. 

La prop. 7 esprime che si possono moltiplicare i due 
membri di una deduzione per una stessa proposizione. 

La prop. 8 esprime la forma di ragionamento nota sotto 
il nome sillogismo. Rappresenta un modo di eliminazione 
della prop. ò, nell'affermazione simultanea delle deduzioni 
a 06, 6 oc 

La prop. 9 si legge " Se & è vera, allora, da a si de- 
duce ah ,. 



Le prop. 1-9 ora enunciate, rappresentano i più sem- 
plici metodi di dimostrazione di deduzione; altri me- 
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todi, che studieremo in seguito, possono esser ottenuti 
dai precedenti. 

Le prop. 6-9 rappresentano modi di raziocinio già 
più importanti di quelli espressi dalle prep. 1-5. 

Le prop. 1-9 enunciate non possono essere dimostrate 
ricorroiido a concetti più semplici di quelli espressi dalle 
prop. stesse. Le ammettiamo come vere e le chiamiamo 
pt'opo^ìzioni primitive. 

Nei §§ seguenti dedurremo da queste prop. (e da altre 
dutì chtì introduremo nel § 7), dei metodi di raziocinio 
che ci permettono di passare rapidamente da una prop. 
ad un^iltra.. 

Scriveremo i segni P, Pp, Hp, Ts un luogo delle pa- 
rolCi proposizione^ proposizione primitiva^ ipotesi, tesi. 



§ 2. — Polisillogismo. 



Se A fe una prop. formata con le prop. a, 6, e, ...., col 
eegno ("'^'^'***)A indicheremo, ciò che diviene A quando 
al posto della prop. a si pone la prop. a , al posto di ò, 
ì>^ a.1 posto di <;, e. Così, p. e., il segno f ^ j Ppl è iden- 
tico al segno ab'jaby che si ottiene appunto dalla Ppl 
^costituendo ad a Faffermazione simultanea ab. 

Le lettere a, è, e che compariscono nelle Pp, rappre- 
sentiino prop. qualunque, quindi sono vere le prop. che 
dalle Pp si ottengono sostituendo ad a, 6, e deUe prop. 
speciali. 



t 1 
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1. baOab 


Q,l)^ 


2. ctaQa 


{>' 


B. ab.ab[)c:!j:c 


itl)^' 



Le prop. ora scritte si ottengono dalle Pp 8, 6 facendo 
le sostituzioni che sono indicate dal complesso di segni 
posto a destra di ciascuna prop. 

La PI esprime che dall'affermazione simultanea di 6 e 
a si duduce Taffermazione simultanea di a e ò. Esprime 
la medesima cosa della Pp4. 

La P2 dice che, affermata due volte una prop. si può 
anche affermarla una volta sola. Si può notare che la 
prop. 2 si ottiene dalla Pp2 scambiando in questa THp 
con la Ts. 

La P 3 si legge ** Se è vera a, ed e vera 6, e se da ab si 
deduce e, allora avremo che e e vera ,. Questa prop. dif- 
ferisce poco dalla Pp6; ci dice solo che la a della Pp 6 
può anche essere l'affermazione simultanea di due (o anche 
più, come ò facile dimostrare) prop. vere. 



Sostituiamo nella Pp8, ad a, 6, e, rispettivamente le 
prop. ab, bttj b, si ottiene la prop. 

ovvero facendo uso del segno di sostituzione 
(1) Pp4.(*'«)Pp3:o:a6oJ 
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L'Hp di questa prop. e il prodotto logico di due prop. 
vere, quindi per la P3 anche la Ts della (1) è una prop. 
vera. Po risiamo dunque aflPermare la prop. ab 3 6, che è 
la Ts delia (1), e ritenere la prop. (1) come la dimostra- 
zione di questa prop. 

Per indicare che la (1) si è ottenuta con sostituzione 
nella Pp8, scriveremo 

(2) (t:'^;9Pp8.-.0.-.Pp4.(J;»)Pp3:o:«6D6 

a anche, sopprimendo il primo segno di sostituzione che 
si riduce alPindicazione di un'operazione materiale 

(3) Pp8.-.o.-.Pp4.(^«)Pp3:0:a6oò 

La (2) e identica alla Pp 1 (a 3 a) poiché i due seg^ 
a deatra e a sinistra del segno .*. o .*. sono, per defini- 
zione, identici. La forma (3) deve esser considerata come 
un'abbreviazione della forma (2). Le forme (2), (3) diffe- 
riacorjo dalla (1) solo perchè contengono l'indicazione di 
un'operazione materiale che é soppressa nella (1). 

Nelle dimostrazioni noi faremo uso di ima qualunque 
delle trtì forme ora indicate, forme che applichiamo alle 
dimostrazioni delle seguenti prop. 



4. «io 6 [Pp8.-.o.-.Pp4.g*)Pp3:0:P4] 

5. M 6 . a : : 6 

[Pp8.-.o.-.(«3*'»)Pp4.Pp6:o:P5] 



I 

I 
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(a). a!jb.bOc.co4:D'aOc,cOd 
[Pp7:0:Pp8,D.(a)] 

I. a06.60c.cO(?:0:aOrf 
[(a).Pp8:0:PI] 

(P). aob.bOc.cOdd<[)e:0''(iOd.dOe 

[Pp7:0:PI.D.(p)] 

li. oo6.6o<;.cOd.d06:o:aD« 
[(3).Pp8:D:PI,] 

Le dimostrazioni sono state racchiuse tra parentesi 
quadre [ ] e poste a destra o sotto la prop. con'ispon- 
dente. 

Per le PI, li, si è fatto uso della forma (1) di dimostra- 
zione precedentemente indicata, per le altre della forma 
(3). Il lettore può riconoscere facilmente quali sono le 
sostituzioni fatte nelle Pp 8, 7. 

La P4 differisce dalla Pp3 per la sola tesi. La P4 e 
la Pp3 ci esprimono che ** dall'affermazione simultanea 
di due prop. si può dedurre una qualunque delle due 
prop. ,. 

La P 5 si è ottenuta dalla Pp6 invertendo i fattori 
deiripotesi (il che può farsi per la Pp4) e applicando 
poi il sillogismo. Si è cioè per mezzo della Pp4 ottenuta la 
prop. o06.a:0: a .aQb; presa poi questa e la Pp6 
come premesse di un sillogismo, si è ottenuta, come con- 
seguenza, la P5. 

La P(a) si è ottenuta dalla Pp8 moltiplicando i suoi 
due membri (Pp7) per la prop. cQd, Lb, FI ò la conse- 
guenza di un sillogismo che ha più premesse (a) e la 
prop. aO*: c^d'.OaOd, (Pp8). Le medesime osserva- 
zioni valgono per le prop. (P), I. 
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La PI da un metodo di ragionamento analogo al sil- 
logismo e che è noto sotto il nome di Poliaillogismo o 
Sorite. 

Il prodotto logico seguente (in generale di un numero 
finito di fattori). 

(1) aoh.boc.cjd.doe.eof 

si chiama catena di deduzioni. 1 fattori della catena sono 
deduzioni tali che, una qualunque di esse, Fultima esclusa, 
ha per Ts THp della seguente. 

La PI esprime che da ima catena di deduzioni di tre 
fattori si deduce la prop. che ha per Hp e Ts gli estremi 
della catena. La PIi esprime la medesima cosa per una 
catena di quattro deduzioni. È facile comprendere che il 
polisillogismo può essere dimostrato vero per una catena 
di 5, 6, ... fattori. 

Per semplicità di scrittura, almeno nelle dimostrazioni 
in simboli, scriveremo il segno 

a 2> e d e /* 

al posto del prodotto (1). 



Con i numeri Romani I, II, ... indicheremo proposizioni, 
o gruppi di proposizioni che esprimono metodi generali 
e importanti di calcolo logico; per le altre prop. conti- 
nueremo la numerazione arabica già incominciata. — 
Converremo che il segno I indichi il Sillogismo e il Po- 
lisillogismo. 
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§ 3. — Altra forma di dimostrazione simbolica. 

(a). c.D.aoac (ft) ^P^ 

O). c.acohciO'-aOacacobc [Pp7 : : (a) . o . (P)] 
(i). c.acobcioiaohc [(P) . Pp8 : : (y)] 

(ò). aOb.ciO'.acOhcc [Pp7:0:(^)] 

(€). o 6 . <j : : e . ac 6c [Pp8 .'. /. (b) . Pp4 : : (€)] 
6. aOb.ciO'-aObc [(e) . (t) : D : P6] 

La (rt) si ottiene dalla Pp9 cambiando b in e. 

La (P) si ottiene da (a) moltiplicando i suoi due membri 
per la prop. acObc. 

Per il sillogismo si ottiene la prop. a o ac . ac 6c : o : 
aobc; presa questa e la (p) come premesse di un sillo- 
gismo si ottiene (y). 

La (b) si ottiene dalla Pp7 moltiplicando per e i suoi 
due membri ; la (e) dalla (b) invertendo i fattori della Ts 
di questa (Pp4) e applicando il sillogismo. 

Infine la P6 è la conseguenza del sillogismo che ha 
per premesse le prop. (e), (y). 



La P6 si legge ** se da a si deduce 6 ed è vera la 
prop. Cf allora da a si deduce bc ^. In altri termini 

Si può moltiplicare la tesi di una deduzione vera 
per una proposizione vera. 

Questa proprietà ci permette di scrivere le dimostra- 
zioni sotto una forma semplicissima. 
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Proponiamoci p. e. di dimostrare la prop. 

(1) a è . e : : a c6 

che differisce dalla P6 solo per l'ordine dei fattori b, e 
nella Ts. 
Scriveremo la dimostrazione simbolica sotto la forma 

(2) [Hp . P6 : : a 6c . ftc c6 . Pp8 : : Ts] 

e leggiamo " UBÌVipotesi (della (1), sottinteso) si deduce 
che da a^jbc e bcjcb; da questo e dalla Pp8, cioè per 
il sillogismo, si deduce la tesi (della (1), sottinteso) ^. 

Ecco come si è ottenuta questa forma. 

Per mezzo di sostituzioni nella Pp6 si ha 

a 6 . e*, a 6 . e : 3 : a &c : : : : a o 6.c 

(si è sostituito ad a, &, le prop. aO^.c, aO&c) ovvero 
sotto forma più semplice 

Hp.P6:0:ao6c 

Moltiplicando (P6) la Ts di questa per la prop. vera 
bcocb, si ha la prop. vera 

Hp . P6 : : a &c . 6(J c6 

La Ts di questa può essere ancora moltiplicata per la 
Pp8 nella quale ad a, 6, e si sostituisce a, bc^ cbj e si ha 

(3) Hp.P6 : : : : a 6c . 6c c6 .*. a &c . 6c D c6 : : a co, 

e sotto forma abbreviata, come in (2), sopprimendo l'in- 
dicazione della sostituzione, 

(H') Hp . P6 : : a 6c . 6c D c6 . PpS 
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Dalla Pp6 abbiamo, con convenienti sostituzioni, 

11 prodotto logico delle (3), (4) per le convenzioni fatte 
nel § precedente è indicato dal segno (2). 

Ecco ora come può assumersi il segno (2) quale dimo- 
strazione della prop. (1). Per quanto si h detto, il segno (2) 
h il prodotto logico delle premesse di un sillogismo che 
ha come conseguenza la prop. 

(5) Hp.P6:o:Ts 

Ora dalla Ppl si ha che Hp . Q . Hp e dalla P6 che 

(6) Hp:o:Hp.P6 

Prese le prop. (6), (5) come premesse di un sillogismo 
si ha come conseguenza la prop. Hp . q . Ts , cioè la 
prop. (1). 

Nel segno (2) quest'ultima parte della dimostrazione 
resta sottintesa. 

Ripetiamo la prop. (1), insieme ad altre che si dimo- 
strano in modo analogo. 



7. oo6.c:o:aocò 

[Hp . P6 : : a D 6c . 6c c6 . PI : : Ts] 

8. ao6.0.acoc6 

[Hp . Pp7 : D : ac oc . èc c6 . PI : : Ts] 

9. a ò . . ca c6 

[Hp . P8 ; : ca ac . ac co . PI : : Ts] 

10. ò . . o 5a 

[Hp . Pp9 : : a rr& . aò &a . PI : : Ts] 
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11. a 6 . . o a& 

[Hp . Pp7 : : a aa . aa oft . PI : : Ts] 

12. a ò . a e : : a 6c 

[Hp : : a a6 . o e : : a 3 oò . aò ftc . PI : : Ts] 

13. a(hc)^ahc 

[Hp . Pp4 : : (he) a . Pp5 : o : ò(ca) . Pp4 : o : (ca)h. 
Pp5:0:c(a6).Pp4:0:T8] 

Nelle dimostrazioni al posto di Pp8, abbiamo sempre 
messo PI, rappresentandoci questa, per le convenzioni 
fatte, il metodo generale di ragionamento polisillogismo, 
che comprende anche il sillogismo (Pp8). 

Le P8, 9 differiscono dalla Pp7 per l'ordine nel quale 
sono scritti i fattori dei prodotti ac, he. La P9, p. es., si 
ottiene così dalla PS : si moltiplica la Ts di questa (a si- 
nistra, P7) per la prop. vera ca'^ac e si ha la prop. 
a D & : : ca ac . oc c&; da questa per il sillogismo e la 
P6 si ha la P9. La forma di dimostrazione ora intro- 
dotta è basata sulla P6; nella dimostrazione della P9 si 
è presa come base la P7. Lasciando ancora la P6 si for- 
merebbe una catena di deduzioni con un fattore di più, e 
si avrebbe 

[Hp . P8 : : oc 3 cft . ca oc . Pp4 : : 
ca 'J oc , ac !j cb , Pp8 : o : Ts] 

La PIO è la Pp9 nella quale al posto di od si é posto ba. 

La P12 esprime che " ottenute due deduzioni che hanno 
la medesima Hp, allora si può affermare la deduzione 
che ha la medesima Hp e per Ts il prodotto delle tesi 
delle due deduzioni ,. Vedrenio in seguito che questo me- 
todo di raziocinio è caso particolare di un altro. Nella 
dimostrazione della P12 la prima deduzione si è -ottenuta 
moltiplicando i due membri della Pll per «Qf • la se- 
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conda moltiplicando i due membri della prop. a o e . o .^ 
aòQhc (P8) per a'^ab; la terza come quelle delle pre- 
cedenti dimostrazioni. 

Useremo spesso nel § seguente la forma di dimostra- 
zione adoperata per la PI 2; tale forma differisce un poco 
nelle prime deduzioni dalle forme di dimostrazione delle 
precedenti proposizioni, mancando le indicazioni dei me- 
todi di raziocinio che permettono di effettuare le succes- 
sive deduzioni. Si osservi però che i metodi sottintesi 
sono sempre quelli indicati dalla Pp7 e dalle P8, 9. Il 
metodo di raziocinio che indicheremo nel § 6 ci permet- 
terà di rendere materialmente più chiara la forma della 
dimostrazione simbolica. 

La P13 è la Pp5 nelle quali si è cambiato di posto 
l'ipotesi e la tesi. 



§ 4. — Far entrare an fattore nell'ipotesi, 
uscire an fattore dall'ipotesi. 



La prop. ** se un numero divide il prodotto di altri 
due ed è primo con uno di questi, allora divide Taltro 
fattore „, può, ricordando quanto si h detto nel Gap. J, 
tradursi in simboli in uno dei due modi seguenti 

(1) . a:, y, 2r € N .'. .'. 2/2! € Na? . D(a:, y) = 1 : : 2f € Na? 

(2) x,i/,zeÌ!Ì:yzeìix.'D (ar, j/) = 1 /. .'. 2? € Na? 

La (1) si legge " se a?, y, z sono numeri interi, allora 
avremo che; se il prodotto yz e multiplo di a:, e x ò 
primo con y, allora z h multiplo di a; „. 

La (2) si legge ** se a?, y, z sono numeri interi, e yz e 
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multiplo di a; e 0? è primo con t/, allora avremo che js è 
multiplo di ar „. 

8i pub indifferentemente passare dall'una all'altra delle 
forme (1), (2). 

La prop. (1) è della forma 0.3.630 "da a si deduce 
che da h si deduce e ^ ; là (2) è della forma od 3 e. Quando 
dalla forma 0.3.630 passiamo alla forma a6 3 e diremo 
che bI fa entrare un fattore noZrHp; quando dalla forma 
ffò 3 e passiamo alla forma 0.3.6.30 diremo che ai fa 
uscire un fattore daW'H.p. 

Dimostreremo che sono veri i due principi logici se- 
guenti, che indicheremo col segno IL 

Si può in una deduzione far entrare nn fattore nel- 
l'ipotesi. 
Sì può in una deduzione far uscire un fattore dal- 

ripote&i. 



IL <i,0'^Oc::):aboc 

[Hp . Pp7 : : 3 : : 06 : 3 : 6 3 e . 6 .*. 6 3 e . 6 : 3 : e .*. 
Pp8 : : 3 : : Ts] 

IL, «630:3:0.3.630 

[Hp • Ppl : : 3 : : o . 3 . 6 3 06 : 06 3 . P6 : : 3 : : a : 
3 : 6 3 06 . 06 3 /. 63 06 . 06 3 : 3 . 6 3 e .*. P I 
::3::Ts] 

Svilupperemo in parole le dimostrazioni di queste due 
importanti proposizioni! 

(11). Moltiplicando i due membri dell'Hp per la prop. 6 
^. si ha. (Pp7) 



« • 3 • * 3 <^ •*• 3 •'• «^ : 3 •• 6 3 . 6 
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Moltiplicando la Ts di questa per la prop. vera (P5. 
§ 2), 6 e . 6 : : e, si ha 

(1) a.o.6oc::o::a6:0:6oc.^.'.60c.ò:Q:c 
Dal sillogismo abbiamo 

(2) a6 : : 6 3 e . è .'. 6 e . 6 : 3 : e : : Q : : aò e 

Prese le (1), (2) come premesse di un sillogismo si ha 
come conseguenza la PII. 

(III). Per la Ppl, e vera Ja prop. abQc ,Q.abQc. Mol- 
tiplicando (a sinistra) la Ts di questa per la prop. vera 
■ o . . 6 o6 (P 10. § 3), si ha 

(3) a6 e : : : : a . . 6 a j : a6 <J 
Applicando la P6, abbiamo 

e moltiplicando la Ts di questa per la prop. vera 
bQab,ab'jc:Q:b'jCj abbiamo 

(4) o.o.6oaò:a6oc::3i:a:o:6oa6.aòoc.\ 

6 a6 . aò e : : & e 

Per il sillogismo abbiamo 

(5) a : : 6 Q aò . a6 e .*. 6 aò . aò Q e : : 6 e : : 

: : a . . & e 

Prese le (3), (4), (5) come premesse di un polisillogismo 
8Ì ha come conseguetiza la PUi. 
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§ 5. — Eqaiyaleiiza. 

Si definisce un segno, o un complesso di segni or, sta- 
bilendo sia identico ad un complesso di segni a avente 
significato già noto. Es. " Triangolo isoscele , significa 
* Triangolo che ha due lati eguali ,; " Sfera ,, significa 
** Luogo dei punti equidistanti da un punto dato „; " Nu- 
mero primo „ significa * Numero intero maggiore di 1 
non decomponibile in un prodotto di numeri tutti mag- 
giori di. 1 ,. 

Volendo indicare che il segno x ha il medesimo signi- 
ficato del complesso di segni a, scriviamo 

a; = Def a 

e leggiamo * a: è identico ad fx ^, oppure * x è uguale, per 
definizione, ad a „, 



Scriveremo il segno a = 6 al posto della frase " La 
prop. a è equivalente alla prop. b ,. Definiremo il com- 
plesso dei segni a = 6, ponendo 

a = b: = Det:a'jb,b!ja 

Cioè, la frase * La prop. a è equivalente alla prop. b , 
è identica alla frase ** Da a si deduce ò e da 6 si de- 
duce a „. 

La prop. 6 a si chiama Vinversa della prop. a ò. Con 
la def. precedente stabiliamo dunque di dire che a e equi- 
valente a b, quando è vera la deduzione a 6 e la sua 
.inversa. 
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1 due segni a = 6, a'^b ,b'ja essendo identici possono 
in ogni caso esser sostituiti l'uno all'altro. 

Chiameremo equivalenza il complesso di segni a = h, e 
diremo che a è il primo e b.iì secondo membro dell'equi- 
valenza. 

Per il segno = valgono le seguenti proposizioni 



* * 



[ . •] 

[P14.P15:0:P19J 
[Ppl:0:P20: 
[P16.(^^^)P16:0:P21 

(a). a = ò.6 = c:Q:aO(; 

[Hp : : a oi> . 6 = e : : a ò . 6 e . PI : : Ts] 

(P). a = 6.6 = c:0:coa 

[Hp :'j:b = c.a==b:'j:€'jb.a==b: q: c^b. 
ÒOa.PIiDiTs] 

22. a = 6.6 = c:D:a = c [(a) . (p) : : P22] 

22'. a = b.b^=c.c = d:^:a'='d 

iHp : : a = e . e = (^ . P 22 : : Ts] 

23. a.O'hoc: = :abOc [PII.0.P231 



14. a'=b:Q:a'jb.b'ja 

15. a'jb,b'ja:'j:a = b 

16. a = 6. 0.6 = a 

17. a = b,Q,a'jb 

18. a = b.Q,b'ja 

19. a = 6: = :a06.6pa 

20. a == o 

21. a = 6: = :6 = a 
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Le P14;, 15 si ottengono dalla Ppl sostituendo ad a la 
prop. a Q 6 . 6 a, e nella prop. ottenuta mettendo al posto 
deirHp al posto della Ts il segno a = h. 

La P16 esprime che " se a è equivalente a h, allora 
anche h è equivalente ad a „. Esprimiamo ciò nel lin- 
guaggio comune dicendo * a e 6 sono equivalenti „, o 
anche dicendo che la relazione espressa dal segno = è 
simmetrica. 

Le P17, 18 esprimono che dall'affermazione * a è equi- 
valente a & ,, si può dedurre che ** da a si deduce 6 „ 
e che " da & si deduce a „. 

La P20 esprime che " Ogni prop. ò equivalente a se 
stessa ,. Questo è il principio d'identità. La P21 esprime 
che la prop. a = 6 ò equivalente alla prop. h = a. Le 
P22, 23' rappresentano un procedimento di eliminazione 
analogo al Sillogismo e Polisillogismo. 

La P23 esprime che sono equivalenti le prop. che si 
ottengono l'una dall'altra, facendo entrare un fattore nel- 
l'Hp facendo uscire un fattore dallUp. 

* * 
Sappiamo, p. e., che sono vere le prop. 

(1) a?,j/€N.D(ar,i/) = l:0:m(a;,y) = ajy 

(2) a:, y € N . m (a?, y) = xy:^'\T) (a:, y) = 1 

Facendo nelle (1), (2), uscire un fattore dall' Hp si ha 

(1)' a;, y € N : : D (ic, f/) = 1 . . m (a?, y) = i»y 

(2)' a:, y € N : : m (a?, y) = OH/ . . D (ic, y) = 1 

L'affermazione simultanea delle (1)', (2)', dà, per la P 12 

a?,2/€N.'. 0.'. 
D(a?, y) = 1 . 3 . mfr, ?/) = r;/ : m(a:,.") -= a:;/. . D(ar, j/) = 1 
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La Ts di questa è il prodotto di una deduzione per la 
sua inversa, quindi per la def. del segno = 

a?, y € N /. .'. D (iP, y) = 1 . =« . m (a?, y) = xy 

" Dire che il massimo divisore di due numeri h eguale 
ad 1, equivale a dire che il loro massimo multiplo è 
eguale al loro prodotto ,. • 



In luogo del prodotto logico 
(1) a = b,b=ic,c = d.d = e,e = f 

scriveremo il segno 
(1)' a = b=^c==d = e = f. 

La (1) e la (1)' si chiama catena di equivalenze. 

Le P22, 23 esprimono che " Conseguenza di una catena 
di equivalenze è l'equivalenza che ha per membri gli 
estremi della catena „. 

Della catena di equivalenze si fa uso, p. es., in algebra 
quando si trasforma un sistema di equazioni in un altro 
equivalente, e quello ottenuto in un altro, sino ad otte- 
nere le radici dell'equazione. 

Supposto che si faccia uso dei soli numeri reali posi- 
tivi, abbiamo per il sistema di equazioni 

a;'-(-a?f/ = 6 ; i/' + irf/ = 3 

la catena di equivalenze 

a^+in/=6.y*+icy=3:=:ic»+2iM/+i/«=9.ir2— y«=3 

: = a; + !/ = 3 . (a:-|- *') (^ — y) = 3 * 
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Conclusione della catena è la prop. 

ar, y€Q.-.o/.ir^ + iry = 6.i/* + a?y=»3: = :jc==2.y = l 

che si legge : " Se ar, y sono numeri reali positivi, allora 
il sistema di equazioni a:* + ary = 6, y^-\- xy=^S è equi- 
valente al sistema di equazioni x = 2, i/ = l ,,, oin altri 
termini * le coppie di numeri reali positivi x e y tali 
che o[^-{-xy = Q e j/'+iPy = 3, sono anche tali che x=2 
e j/ = 1, e viceversa „. 



Dai metodi di calcolo logico esposti sin qui possiamo 
dedurre il seguente metodo, generale, che è molto im- 
portante. 

Se in una prop. A sostitmamo alle prop. a, b, e, ... 
che la formano, le proposizioni a\ &', c\ ..., rispetti- 
vamente equivalenti alle proposizioni a, h, e, ... , otte- 
niamo una proposizione equivalente ad A. 

Supposto, p. es., che la sostituzione si faccia nelle tre 
lettere a, 6, e che compariscono nella prop. A, quanto 
abhiamo detto sopra può esser tradotto così in simboli. 



III. a' = a.ò' = *. 



'=3=(:;1':')a=a 



Le prop. che conosciamo sinora (e del resto anche le 
altre, come vedremo) hanno una delle tre forme a6, «0 6, 
a = h. La Pili sarà dunque dimostrata vera, quando 
avremo provato che essa è vera per prop. delle forme ora 
indicate. Ciò facciamo con le formali seguenti 
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24. a =a.!j,ab = ab 

[Hp : : a' a . a a' : : a 6 a6 . a a : : 
ab a6 . a& a 6 : : Ts] 
. 25. ft' = 6.0.a&' = aò 

26. a-=a.b'=^b:0:aV = €^ 

[Hp : : a &' = aò' . 6' = ò : : a è' = ab' . aò'= a& . 
P22 : D : Ts] 
(a)', a =a.a 06: 0:ao6 

[Hp:0:aOa .a 06.PI:0:Ts] 
(a), o' = a : : a 6 . . a 6 [(o)' . PU : : (a)] 

0)'. a=a.aO&:0:ao6 

[Hp : : a a . a 6 . PI : : Ts] 
(3). a' = a:0:aO&.O.ao6 [(P)' . PH : o : (P)j 

27. a =a:0:o'06. = .aD6 [(a) .(P):0 :P27] 

28. 6' = 6 : : a D &' . = . a 6 

29. a = or . &' = è : : a &' . = . a 6 

[Hp .'. .'. a 6' . = . a 6' : &' = 6 .*. .*. a 6' . 
= . a 6' : a D 6' . = . a & . P22 : : Ts] 

30. a' = a:0:a=b . = .a==b 

31. ò' = ò:0:a = 6'. = .a = 6 

32. a = a .^6' = ò : : a = 6' . = . a = 6 

Le P24, 25, 26 dimostrano in tutti i casi possibili la Pili 
quando A è della forma ab. Si può notare che le P24, 25 
possono esser considerate come conseguenze della P26 e 
del principio d'identità a = a. Le P 27-32 dimostrano la 
Pin quando A è della forma a & e a = b. Nelle P 30-32 
non sono state scritte le dimostrazioni perchè analoghe 
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alle dimostrazioni delle P27-29. Le prop. fa)', (o), (p/, 0) 
servono per dimostrare la P27; la (a)' si ottiene moltipli- 
cando per o' ò i due membri della P18 e 'applicando poi 
il aillo^mo; la (a) si ottiene da (a)' facendo uscire un fat- 
tore daìrHp. 

Applicheremo in seguito questo importante metodo 
della sostituzione di prop. equivalenti. 



Conseguenza importante del metodo di raziocinio III 
e della Pp6 è il seguente : 

Se nna propoBizione è vera, allora è vera qualunque 
proposizione ad essa equivalente^ 

Id simboli ciò ò espresso dalla formula, 

32\ tìf.a=6:0:6 

[Hp : : : : o . a & .-. éf . a ò : : & .'. PI : : : : Ts] 

La P32' si legge * Se a è vera e a h equivalente a 6, 
ili lo ni avremo che b e vera „. La dimostrazione è la se- 
guente r Moltiplicando i due membri della prop. a = b 
.Q.wjb per a abbiamo 

a, a==^b : :a. a06 ; 

moltipllcando la Ts di questa per la Pp6 e applicando 
il tìil locamo si ottiene la P32'. 

Si pub osservare che facendo entrare il fattore a nel- 
V Rp della prop. a= & . . a 6 si ha la prop. a = b ,a 
: *è dalla quale si ottiene la P32' invertendo i fattori 
cleirìtioiesi (Pp4, PI). 
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§ 6. — Prodotto per una proposizione yera. 

Moltiplicando una qualunque delle proposizioni a 
che formano una proposizione A per una proposizione 
vera &, si ottiene una proposizione equivalente ad A. 

In simboli esprimiamo ciò scrivendo 

IV. 6.o.(?)a=a 

che si legge ** Se 6 è vera, allora avremo che, ^. 

In virtìi del metodo precedente della sostituzione la 
prop. IV sarà vera se riusciremo a provare che, nell'ipotesi 
fatta, le prop. a, ab sono equivalenti. Tale proprietà è vera 
e si ha 

33. b,Q.a = ab [Hp : 3 : a o aò . aò Q a : o : Ts] 

La P33 si ottiene moltiplicando la Ts della Pp9 per 
laPp4. 



n metodo di ragionamento espresso dalla P6 " Si può 
moltiplicare la Ts di una deduzione per una prop. vera „, 
risulta, da quanto si è detto, che ò caso particolare della 
combinazione dei metodi III, IV. 

Possiamo applicare il metodo IV alle dimostrEizioni in 
simboli, convenendo che le indicazioni P... poste dopo il 
segno Hp, o alla fine di una deduzione vera, servano per 
indicare quale metodo si applica per dedurre dall'Hp, e 
per dedurre ancora dopo la deduzione, ecc.. 
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Così, p. es., la dimostrazione della P12 può esser fatta, 
in simboli; sotto la forma seguente 

(1) [Hp . P 10 . Pp7 : : a aò . a e . P8 . P9 : : 
a aè . od &c . PI : : Ts] 

Il primo segno, PIO. Pp7 indica che si passa dalla Hp 
alla prop. a q a& . a Q e applicando la P 10 e la Pp7 ; cosa 
analoga indica il secondo segno, P8. P9. U prodotto lo- 
gico (1) è equivalente al prodotto logico scritto alla 
destra della P 12, e di più indica con precisione quali sono 
le prop. che devono essere applicate per fare le successive 
deduzioni. 



§ 7. — La negazione. 

Scriveremo il segno - al posto della parola non. 

Essendo a una prop. con > a indichiamo la negazione 
di a. 

Alle nove proposizioni primitive già enunciate nel § 1 
e che esprimono le proprietà della deduzione e del pro- 
dotto logico, uniamo le due seguenti che esprimono pro- 
prietà del segno -, e che non sono conseguenze delle 
prop. precedenti. 

PplO. -(-a) = a 
Ppll. ao6.0.-6o-a. 

La Pp 10 esprime che la negazione della negazione di 
una prop. è equivalente alla prop. stessa. Ciò corrisponde 
alla frase comune " due negazioni affermano ,. 

La prop. - a - 6 si chiama la contraria della prop. 
ao6. 



Il Raziocinio 35 



La prop. - ò - a è dunque la contraria delVinversa^ 
{b 3 a), della prop. a o h. La Ppll esprime che : si può di 
ogni deduzione formare la contraria dell'inversa. 



Per mezzo della Ppll possiamo, p. es., dalla prop. 
* Ogni numero primo è primo con tutti i numeri che 
non sono suoi multipli ,, passare alla prop. ** Se un nu- 
mero primo non è primo con un numero, allora questo 
è un multiplo del numero primo „. 

Li simboli le due prop. ora enunciate divengono 

(1) a?€Np.y€N.i/-€Na;:o:D(a?, i/) = l 

(2) a; € Np . y € N . D (a?, y) - = 1 : : y € Na? 

Facendo nella (1) uscire dall'Hp il fattore a; € Np . y € N, 
abbiamo la prop. 

(3) a?€Np . y € N : : y - €Na; . . D(a;, y)== 1 

Osservando che per la Pp 10 e per le convenzioni fatte 
nel Capo I la prop. - (y - € Na?) è equivalente alla prop. 
y € Na;, abbiamo per la Ppll che 

(4) y - € Na? . . D(a;, y) = 1 : : D(a:, y) -= 1 . o . y € Na; 

Prendendo le (3), (4) come premesse di un sillogismo 
si ha come conseguenza la prop. 

a? € Np . y € N : : D(aj, y) - = 1 . . y € Na? 

Facendo in questa entrare il fattore a: € Np . y € N nel- 
IMp. si ottiene la prop. (2). 
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Scriveremo a^h sì posto della negazione del prodotto 
logico della negazione di a per la negazione di & n 
segno ^, si legge o, ovvero. La prop- a «-»& chiamasi la 
somma logica di a con b^ o Vaffermazione disgiunta di a e &. 
Le prop. a, h si cMamano i termini della somma a^h. 
Per i segni a^h^c, a^h^c^d, valgono le osserva- 
zioni già fatte per il prodotto. 

Scriveremo a - = 6 al posto della negazione della prop. 
a = 6 cioè al posto di - (a = 6). Il segno - = si legge non 
è equivalente, o anche, è non equivalente. 

Il complesso di segni - a lo riteniamo indecomponibile; 
così, p. es., scrivendo - a o & leggiamo * da non a si de- 
duce b „ e non si intende indicare la negazione della 
prop. a ft ; per indicare ciò scriviamo - (a b). Analoga- 
mente a-b indica il prodotto di a per - ft, e - a - ò il 
prodotto di - a per - b. 

33. au6 = -(-a-6) (Def) 

34. a- = ò: = :-(a = 6) (Def) 
(a). -&0-a.0.ao6 

[Hp.Ppll:o:.(-a)o.(-6).PplO.Pra:o:T8] 
'35. ao6.=^.-6o-a [PpU .(a) :o :P35] 

36. a = b, = ,-a = 'b 

[a = b: = :aob.boa. Pili . P35 : = : ^ è^ -a. 
^y -«0-6:— :-6=-a: = :-a = -A] 

|37. -(a6) = -aw-& 

[{'a 'b)^ ^^ ' PPI^ . P ni : 3 : P37] 
l '{anb) = 'a'b [P33.Ppl0.P36:O:P38] 
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Le P33, 34 danno, in simboli, le definizioni dei segni 
a^b, a' = bf che erano già state indicate in parole. 

La P35 esprime che 

Ogni deduzione è equivalente alla contraria della 
sna inversa. 

La P36 esprime che 

Se dne prop. sono equivalenti, sono equivalenti 
anche le loro negazioni. 

La P37 esprime che 

La negazione dì un prodotto è equivalente alla somma 
delle negazioni dei fattori. 

La P38 esprime che 

La negazione di una somma è equivalente al pro- 
dotto delle negazioni dei termini. 

Il complesso di proprietà indicate da PplO, P35, 36, 
37, 38 lo indicheremo col segno V. 



La dimostrazione della P36 comparisce sotto la forma 
di una catena di equivalenze che ha per estremi i membri 
della equivalenza che si vuol dimostrare, e si legge * La 
prop. ab è equivalente ad a 3 6 . 6 o a; questa per il prin- 
cipio di sostituzione (Pili) e per la P35 ò equivalente a 
-60-a.-aO- b; questa (per def.) ò equivalente „. 



Proponiamoci di dimostrare applicando i metodi pre- 
cedenti che * Se il prodotto di due numeri reali è zero, 
i^ora è zero almeno uno dei fattori ,. 
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(IJ a?,y€q.ajy = 0:O:a? = 0.u.y = 

Dalla teoria dei numeri reali si deduce facilmente la 
prùp. 

a;, y € q : 0? - = . y - = /. /. ay - = 

Facendo uscire dall'ipotesi il fattore ir?-=0.y- = 0, 

@i ha 

Bostituendo alla Ts la contraria dell'inversa si ha 
3f, 1^ e q /. .*. - (ay- = 0) : : - (a:- = . y - = 0) 
Ovvero per le P34, 37 e PplO 

(2) a?, y € q /. /. ajy = : : a; = . w . y = 

Fallendo entrare il fattore «y = nell'Hp si ha la prop. 
(1|, che si coleva dimostrare. 
Dalla definiziohe dello zero si ha facilmente che 

*"t y € q .*. D .'. a; == . u . y = : : a?y = 

Da questa, dalla (2), dalla P12 e dalla definizione del 
segno ^ si ha 

(3) .r, y € q .*. 3 /. ay = : = : a? = . u . y = 

* Se Ji'p y sono numeri reali avremo che : dire che ay = 
equivale a dire che a? = 0, o y = 0,. 

Facendo uso, per la Ts della (3), delle Pili, 34 abbiamo 

i»^*l^€q.*.D/.ary- = 0: = :a:- = 0,y-=0 



^ 



. • V ^ 
Il Raziocinio 39 
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§ 8. ~ Prodotto e somma membro a membro 
delle deduzioni. 



39. aOb.c'jdi'jiac^bd 

[Hp . Pp7 : : oc 6c . e (i . P9 : : ac 6c . 

6co6d.PI:0:Ts] 
VI< 

39'. a06.cod:0:aucoòwd 

[P39/.o/.-òo-a.-dD-c:0: 
-6-dO-a-c.PV/. = /.P39'] 

Diremo che la deduzione acQbd bìò ottenuta móltipU- 
eando memoro a memoro la deduzione a^h per la dedu- 
zione e Q (2, e che la deduzione a^c^h^d si è ottenuta 
8ommat%do membro a membro^ le medesime deduzioni. 

Le P 39, 39' esprimono che 

Si possono moltiplicare Si possono sommare 
membro a membro dne (o membro a membro dne (o 
più) deduzioni. più) deduzioni. 

Indicheremo i due metodi di calcolo logico ora indicati 
col segno VI. 



La P39 contiene come caso particolare la Pp7. Posto 
infatti e in luogo di d nella P39, si ha aOò.cO(j:o: 
ae le; ma la prop. e e è vera, (Ppl), e quindi, (PIV), 
oDft.cOc = aOò/ facendo la sostituzione si ha a ft . D . 
aCQhc che è la Pp7. 
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Se nella P39 poniamo al posto di a, b, e, d le prop. 
-* a, - b, -e, - d, si ha la prop. 

-aO-&.-c9-(i:o:-a-cO-6-d 

IVasfonnando questa col metodo V, si ha 

(1) òOa.dOc:0:6udQauc 

che digerisce dalla P39' solo per lo scambio delle lettere 
ftt ò| e, d con le lettere 6, a, dy e. La (1) è identica alla 39' 
e la chiameremo dtMle della P89. 

In generale la duale di una prop. A si ottiene sosti- 
tuendo alle prop. a, b, e, ... che la formano, le prop. - a, 
-h^ - e, ... e si trasforma la prop. ottenuta col metodo V 
sino a ohe sieno spariti i segni - dinanzi alle a, 6, e ... 

Coii, p. e., la P 26, § 6 

a = a . è' = 6 : 3 : ab' = ab 
per la sostituzione diviene 

- a = ' a , 'b' = -bi'ji'-a -b' = ' a^b 

e t TEI sformata diviene 

a = a . b' = b : Q : a ^ b' ■= a ^b 

che prova essere vero anche per la somma logica il prin- 
cipio della sostituzione di prop. equivalenti; il che c'è 
appena bisogno di indicare essendo la somma definita 
come iifo dotto di due prop. 
La duale della prop. (II) 

a.o.6oc:3:a6oc 
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è data dalla prop. 

che si legge " Se, dal non esser vero che da e si deduce 
6, si deduce a; allora avremo che da e si deduce a o & ,. 



§ 9. — Composizione e scomposizione. 



(a), a 6c . p . a 6 

[Hp.Ppl.PIV:o:ao6c.&cD6.Pp8:0:Ts] 
(P). a ftc . . a e 

(t). aohc:0:aOb,aoc [(a) . (P) . P12 : D : P (t)] 
40. a 6 . a e : = : a D 6c [P12 . (r) : : P40] 

40'. aOc.òOc: = :au6»3c 

[P40 /. .-. - e - a . - e - 6 : = : 
-cO-a-6.PV.*. = /.P40'j 

La P40 contiene la P12 come caso particolare. 
Le P40, 40' esprimono che 



VII 



H prodotto logico di dne 
(o più) deduzioni aventi 
la medesima Hp, è equiva- 
lente alla deduzione che 
ha la stessa Hp e per Ts 
il prodotto delle tesi delle 
deduzioni date. 



Il prodotto logico di due 
(o più) deduzioni aventi 
la medesima Ts, è equiva- 
lente alla deduzione che 
ha la stessa Ts e per Hp 
la somma delle ipotesi 
delle deduzioni date. 



Quando dalla forma «36. «Oc a'jc.boc si passa 
alla forma aoftc, a^b'jc dii-emo che si compongono le 
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deduzioni. Quando si fa il passaggio inverso diremo che 
si scompongono le deduzioni. 

Indicheremo col segno VII il metodo di calcolo logico 
espresso dalle P40, 40'. 



Dimostrate, p. e., le prop. 

(1) a?, 1/ € N . a; = f/ : : a; - > y 

(2) a?, «^ € N. a? = y : : a; - < y 

bì ha^ per la P40, la prop. 

(3) a;,i/€N.a; = i/:3:a?->y.a;-<y 

Viceversa, data la (3) si possono ottenere le (1), (2). 
Dimostrate le prop. 

(4) a:, y€N.a; = y:o:a;->y 

(5) a;, y € N . a; < y : : a; - > y 

facendo uscire il fattore a?, ycN dall' Hp e applicando 
prima la P40, poi la P40' si ha 

^t y € N .*. .*. a; = y . u . a? < y : : a; - > y 

e facendo entrare un fattore nell'Hp si ha 

a?,y€N:a; = y.u.a;<y.\ 0.". aj->y 

che e equivalente al prodotto logico delle prop. (4), (5). 



n Raziocinio 43 



§ 10. — Proprietà del prodotto e della somma» 

/4I. ab^ba [Pp4.(^'^)pp4:0:P41] 

41'. a «-» 6 =s 6 u a 

[P41 :0:-a-6 = -ò-a.PV:0: P4r] 

42. abc = a{bc) [Pp5 . P13 : Q : P42] 
42'. aw6wc = au(6uc) [P42 . PV : D : P42'] 
(a). {a^b)c .0 ,ac^bc 

[Pp2.Pp9.-.0.\c.o.aOac:c.o.&o&c.PVn.\ 
Vili { .'. e : : a ac . ò 6c . PVIl .*. .'. e : : 

a ^b .0 . ac ^ bc . PII .*. .'. e (a u 6) . [) . 
oc '^6c.P41.\0. -.Pia)] 
(P). ac w 6c . 3 . (a w 6) e 

[Ppl:0:au63aw6.PVII:0:aoau6. 
coau&.PVI,Vn:0:aco(a wft)c.ac3(a w6)c 
.PVII:0:P(p)] 

43. (aub)c = acubc [(a) . (P) : : P43] 
1 43'. {ab)uc==(au c){b u e) [P43 . PV : : P43'] 

Le P41, 41' esprimono che in un prodotto di due fat- 
tori e in una somma di due termini si può cambiare T or- 
dine dei fattori e dei termini. 

Le P 42, 42' esprimono che in un prodotto di tre fat- 
tori e in una somma di tre termini si può effettuare il 
prodotto e la somma sui due ultimi termini. 

La P43 esprime che si può moltiplicare una somma 
per una prop. moltiplicando per questa prop. i termini 
della somma, sommando poi i prodotti ottenuti. Analogo 
•icrnificato ha la P43'. 
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In un prodotto si può cambiare a piacere Tordine dei 
fattori. Si dimostra, p. es., che ahcd=^dcba, con la se- 
guente catena di equivalen^ 

ahcd=d{abc) = d(c{ab))=d{è(ha)) = dc{ba) = {dcb)a = dcba 

« 

che si ottiene applicando i metodi di ragionamenti espressi 
dalle Pili, P41, P42. Le medesime osservazioni valgono 
per la somma. In generale esprimiamo le cose precedenti 
dicendo : 

Il prodotto logico gode La somma logica gode 
della proprietà commuta- della proprietà commuta- 
tiva, tiva. 

In un prodotto logico si possono a piacere raggrup- 
pare i fattori. 
Si ha p. es., che abcde = b (ad) {ec). Infatti 

abcde = badec = bad (ec) = b (ad) (ec). 

Si passa da abcde al prodotto badec facendo uso della 
proprietà commutativa, poi agli altri due per mezzo della 
Pin e della P42. Le medesime osservazioni valgono per 
la somma. In generale esprimiamo ciò dicendo 

Il prodotto logico gode La somma logica gode 
della proprietà associa- della proprietà associa- 
tiva, tiva. 

Sì moltiplica una somma di due o più termini per una 
prop., moltiplicando per tale prop., tutti i termini della 
somma e addizionando i risultati. Si ha p. es. 

(a^b^c^d)e=^(a^buc)eude = {a^b)eyjceyjde = 
ae^be ^ce ude 



Il Raziocinio 45 



e questa catena di equivalenza si ò ottenuta applicando 
la Pni e la P43. Le medesime osservazioni valgono per il 
prodotto di due o più fattori, al quale si aggiunge una 
prop. Così, p. e., abbiamo 

(abcd) ^e = (a^e)(byje)(cyje)(dyj e) 

In generale esprimiamo le cose precedenti dicendo 

n prodotto logico gode La somma logica gode 

della proprietà diatriba- della proprietà distribn- 

tiva rispetto alla somma tiva rispetto al prodotto 

logioa. logico. 

Indichiamo il complesso di proprietà ora esaminato col 
segno Vili. 

Vedremo nel § seguente delle applicazioni del me- 
todo vm. 



§ 11. — Legge di semplificazione* 

44. a'^aa [Pp2 . P2 : o : P44] 
44'. a=^a^a [P44 . PV : o : P44'] 

45. a = è.o.a = a6 [P44 . Pili : o : P45] 
45'. a = 6.o.a = au6 [P45 . PV : o : P45'] 
(a), a è . . a = oò 

[Hp . Pll . PIV : : a a6 . aò a : : Ts] 

0). a = a& . . a 6 

[Hp . PI 7 •. PI V : : a a& . a6 ò . PI : D : Ts] 

46. aoh.'^.a^ab [(a) . 0) : : P46] 
46'. «06. = .& = ««& [P46.PV:O.P46'] 



JX< 
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Le P44, 44', 45, 46' esprimono che 



Se in nn prodotto vi 
sono dne (o più) fattori 
identici o equivalenti, al- 
lora^ sopprimendoli tntti 
meno uno, si ottiene nn 
prodotto equivalente a 
quello dato. 

Co«ì, p. e., si ha la prop. 

ft = e . . abaacdeac = abde 

poiché, successivamente, 

abaacdeac = {aaad) (bc) de = abde 



Se in nna somma vi 
sono dne (o più) termini 
identici o equivalenti, al- 
lora, sopprimendoli tutti 
meno uno, si ottiene una 
somma equivalente a 
quella data. 



Le P46, 46' esprimono che 

Se per i fattori a, b di 
un prodotto è vera la de- 
duzione a 3 6, allora, sop- 
primendo b nel prodotto si 
ottiene un prodotto equi- 
valente a quello dato. 



Se per i termini a, 6 di 
nna somma è vera la de- 
duzione a Q 6, allora, sop- 
primendo a nella somma si 
ottiene una somma equi- 
valente a quella data. 



Cosìf p. e., abbiamo 

A e : 3 : abcd = abd ,a<jb^c^d = a^c^d 

Le proprietà ora indicate esprimono la legge di sem- 
plifìca^onef e indichiamo il loro complesso col segno IX. 



Per applicare le regole precedenti, proponiamoci di 
dimostrare la formula 



(1) 



(a vj J) (6 u e) {cua) = ab ^bc^ca 
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Applicando due volte la proprietà distributiva del pro- 
dotto rispetto alla somma abbiamo (Vili) 

(a u 6) (6 u (?) = ab ^ac ^bb^bc 

e col medesimo procedimento 

(a u è) (6 w e) (c^a) = 
ohe u (ICC ^ bbc w bcc u ctba w oca <j bòa ^ bea 

Semplificando ciascun termine della somma 

(a u 6) (ò u e) (c^c^ = àbc ^ ac ^bc ^bc ^ ab ^ a^: ^ba^ bea 

Semplificando la somma, effettuando permutazioni nei 
attori dei termini, e nei termini della somma 

(2) (a u 6) (6 u e) (e u a) = ohe ^ab^bc^ca 

Ora si lia che àbc^ab^ (Pp3), e quindi la (2) per la 
P46' si trasforma nella (1). 



Sia stata dimostrata la prop. '^ Se un numero primo 
divide un prodotto di due fattori, allora esso divide uno 
almeno dei due fattori „, che in simboli si scrive 

(1) a; € Np . y, 2f € N . ys: € Na? : : y € Na? . u . 2; € Nfl? 
e proponiamoci di dedurre da questa la prop. 

(2) a;, y, 2? € Np . y^f € Na? : : y = a? . u . 2? = * 

che si legge " Se un numero primo divide un prodotto 
di fattori primi, allora esso è eguale ad uno almeno dei 
fettori del prodotto ,. 
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Moltiplicando i due membri della (1) per la proposi- 
zione a?, y, ^€Np, e usando le PVIII, IX si ottiene 

ar € Np . (y, 5; € N . 1/, 2r € Np)*. yz € Na? .'. Q /. 
a:, f/, 2r € Np . y € Na? : w : a?, y, 2? € Np . 2; € Na? 

Ora è vera la prop. y, 2? € Np . . y, 2? € N, e quindi sem- 
plificando VHp si ha (P. 46). 

(3) a?, y, 2; € Np . y 2f € Na? /. 

/. ar, y, 2! € Np . y € Na? : «-' : x,y,z€ Np . 2? € Na? 

Così l'Hp si è ridotta all'Hp della (3). Resta da fa-asfor- 
marè la Ts. Moltiplicando il primo termine della Ts per 
ar,y €Np e il secondo per a;, 2? € Np (P. 44), e ricordando 
la proprietà distributiva, la Ts della (3) è equivalente 
alla prop. 

(4) a;, y, 2f € Np . (a?, y € Np . y € Na; : u : a?, 2f € Np . 2r € Na?) 

Ora dalla teoria dei numeri primi sappiamo che 

a?, y € Np . y € Na? : = : a?, y € Np . y = a; 
a?, 2? € Np . 2: € Na: : = : a?, 2; € Np . y = 2;; 

quindi la (4) equivale a 

a?, y, 2? € Np . (a?, y € Np . y = a? : u : a?, 2f € Np . » ==a?) 

che per le proprietà Vili, IX si trasforma facilmente 
nella prop. 

a?, y, 2J € Np . (y = a? . w . 2; = a;) 

La (3) diviene dunque 

a;, y, 2f € Np . y2r € Na; : 3 : a?, y, 2; € Np . (y = a?, w . 2f = a?) 

Scomponendo questa deduzione che ha per Ts il pro- 
dotto di due fattori, delle due prop. che si ottengono è 
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identica alla (2) quella che ha per Ts la prop. y = a? 
. . = a;. 



§ 12. — L'assardo. 

(a), a - a 6 - 6 

[Pp3 : : a(è w -&) Q a . PII : : a . o .ò w-6oa 
.PV:D:a.o.-oD6-è.PII:D:P(a)] 

47. a-a = 6-& [(a). (J» ^) (a) :0 :P47] 

48. ^==a-a (Def) 
48'. -A = a^-o 

49. AOa [Pp3:0:a-aoa.P48;D:P49] 
49'. aO-A 

/ 50. aA = A ÌP49.PIX:0:P50] 

50'. au-A=-A 

51. a-A«=a [P49'. PIX :0 : P51j 
51'. auA = a 

52. aOA. = .a = A 

[PIV.P49.-.0.-.aOA: = :aOA.ADa.*.0.'. 
P52] 

i (P). aO&.D.a-& = A 

[Hp:D:a.6D6-Ò.P48,52:0:(P)] 

(T). a-6 = A.O.aD6 

[Hp . P51' :0:{a'b)ub = b. PVIII . P48', 51 : 
3:auft = è.PIX:0:Ts] 

53. ao6.-=.a-ò = A [(3) . (y) : : P53J 

54. aw6 = A:==:a = A-&=;A 

[P52 .-. .-. a u6 = A : = : « ^* A . PVII : = 
: « A . ^ D A . P52 : = : a = A . ft = A] vj 



X 
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La P47 esprime che è costante il prodotto logico di 
una prop. per la sua negazione. Tale prodotto logico lo. 
indichiamo (P48) col segno Ai che leggeremo assurdo, 
(a è l'iniziale, rovesciata della parola ver<)). Ciò corrisponde 
alla frase del linguaggio comune. " È assurda rafiPerma- 
zione simultanea di una prop. e della sua negazione ,,. 

Il segno - A può anche leggersi vero. Le P. 49, 49' espri- 
mono quindi che dalV assurdo può dedursi qualunque prop. 
e che da una prop. vera si deduce il vero. 



Essendo a ed h individui di una classe e a il segno 
che indica un'operazione, diremo che h ò Vassoluto del- 
Toperazione a quando, qualunque sia a, a ah e eguale 
ad h; diremo invece che ^ ò il modulo dell'operazione a 
quando, qualunque sia a, aahh eguale ad a. Così, p. es., 
zero ò l'assoluto del prodotto e 00 l'assoluto della somma 
per i numeri reali; uno h il modulo del prodotto per i 
numeri reali diversi da zero e è il modulo della somma 
per i numeri reali. 



Le P50, 50', 51, 51' provano che 

La prop. A ^ T assolato La prop. - a ® rassolnto 

del prodotto logico. della somma logica. 

La prop. - A ^ ^^ modulo La prop. A ^ ^ modulo 

del prodotto logico. della somma logica. 

La P 52 esprime che ** dire che da a ' si deduce as- 
surdo, equivale a dire, che a è equivalente ad assurdo ,. 

La P 63 esprime che la deduzione a'jb h equivalente 
alla prop. a - 6 = A. 
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Indicheremo il complesso di proprietà logiche espresse 
dalle prop. 50-54 col segno X. 



Valendoci dei metodi precedenti dimostriamo che " Se 
un numero è multiplo di altri due h multiplo del minimo 
multiplo di questi ,. In simboli (Gap. I) 

(1) y,2?€N.a?€Ny .a;€N2f:0:a?€N(m(y,«)). 

Se, restando THp della (1), ammettiamo che x non sia 
multiplo di m(y, z), allora con semplici deduzioni si trova 
che re8t(a?, m(y, z)) è un multiplo di m(y, «); e quindi è o 
eguale o maggiore (cioè non minore) di m(if,z); si ha 
cioè la prop. 

(2) y, 2? € N . a: € Ny . a? € Na? . a; - € N(m(y, 2?)) ; : 

rest (a?, m (y, 2?)) - < m (y, z). 

Dalla teoria della divisione avremo la prop. 

(3) a?, y, « € N : : rest (a?, m (y, z)) < m(y, z) 

(* il resto è minore del divisore „). 

Moltiplicando le (2), (3) membro a membro, si ha dopo 
ÙMÌli semplificazioni, una deduzione che ha per Hp, FHp 
della (2) e per Ts il prodotto di due prop. una delle quali 
è la negazione dell'altra; la deduzione ha dunque per Ts 
la prop. A e quindi rHp è equivalente (P 52) alla prop. A; 
si ha cioè 

y, « € N . a? € Ny . a; € N^f . a; - € N (m(i/, 2;)) : = : A 

Da questa per la P 53 e la Pp IO si ha la (1), 
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Vogliamo dimostrare che * Il prodotto di due numeri 
è eguale al prodotto del massimo divisore per il minimo 
multiplo dei due numeri „. In simboli 

(1) a?, y € N . . a?y =! B{x, y) x m(x, y). 

Poniamo, essendo x\ y numeri interi che restano de- 
terminati dalle due eguaglianze seguenti, 

x==jy{x,y)'Xx ; y = D(a;,y)x/; 

dalle quali si ottiene facilpiente 

quot {xy, D (a?, y)) ^yx ; quot (xy, D (a?, y)) = xt/ 

Ciò prova che quot(a;y, D(a:, y)) è un multiplo di a?ey 
e quindi un mùltiplo di m(a?, y). Esisterà dunque un nu- . 
mero r tale che 

quot {xy, D(a?, y)) = m(a?, y) X r 

0, il che equivale, tale che 

(2) xy = D(a:, y) X m(x, y) X r. 

Si è così dimostrata la prop. * Se x,y sono numeri 
interi, allora avremo che, esiste almeno un numero in- 
tero r tale che a;y = D(a:, y)Xm(a:, y)xr „. 

Questa prop., come vedremo in seguito, si traduce così 
in simboU 

(3) a?, 1^ e N : : r€ N . ajy = D (a;, y) X m (a?, y) X r . - =ar . A 

ove rindiue r posto al segno - = dà a questo il signi- 
ficato ^ esiste almeno un r il quale „. 



F 
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Sé, per aemplicità, con Aar,y, r indichiamo la prop. 
r € N . a^ = D(a?, y) m(x, y) r, . la (2) diviene - 

(3)' à?,y€N.O.Ax,y,r-=rA 

Dalla (2) si ottengono faciltnente le eguaglianze 
a? = rD(a?,y)quot(m(a:,y),y) ; t/=rD(a?,y)quot(m{a:,y),a;) 
che provano essere r D(i», y) un divisore di a; e y; quindi 
un divisore di D(a;, y); quindi r D(a?, y)^D(a?, y); quindi 

Si é così dimostrata la prop. 

a?,y€N.A«,»,r:D:r = l.u.r<l 

Moltiplicando questa memhro a memhro con la prop. 
vera rcN.Q.r^l si l^a 

(4) a?,y€N.A«,y,r.*.0/.r = l:u:r=l.r>l: 

*-':r = l.r<l:wr>l.r<l 

Moltiplicando i due membri per reN; eseguendo il 
prodotto nella Ts; osservando che r€N.r=l.o.r->l 
e quindi che r€N.r = l.r>l: = :A e facendo osser- 
vazione analoga per gli altri due termini della Ts, la (4) 
diviene 

(5) a:,y€N.A«,y,r:0:r = l 

La prop. (1) è così dimostrata, poiché abbiamo provato, 
(3), che esiste almeno un numero r tale che 

a?y = D (a?, y) X m (a?, t ') X r 

e di più che questo numero, (5), è eguale ad uno e quindi 
che 

ary = D(a;,y) X m(a;,y) 
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§ 13. — Trasporto dei termini e dei fattori 
da nn membro ad an altro di una deduzione. 



/ 57. a6 3 e . = . a e u - ft 

[aòoc.PX: = :o6-c = A.PV: = : 
a-(cu-6) = A.PX: = :oocw-J] 
57'. a'jb^c , = .a-'C'^b 
XI ( [P57.PV:o:P57'] 

58. o6 3 e . = . o - e 3 - 6] 

[oè e . P57 : = . o e u . 5 . P57' : = : 
a- cQ~b] 
\ 58'. ao6uc. = .-fto-au<; 

Le P55, 55' dimostrano che 

Si può nell'ipotesi sop* Si può nella tesi sop- 
primere un fattore e as- primere un termine e as- 
segnare la negazione di segnare la negazione di 
tale fattore come termine tale termine come fattore 
alla tesi. all'ipotesi. 

Le P58, 58' sono immediate conseguenze delle due 
precedenti. 



Dimostrata, p. es., la prop. 

(1)* a;, y€N:o:a? = y.^.a;>j'.^.«<y 

si ottengono, per la P57, le prop. 

a:, j/€N.a?- = y:o:a;>j/.w.a;<y 
a?, fyeN.a;- = y.a:->y:o:a;<i/ 



Il Raziocinio 55 



Da queste due per la P 58 e la P V si ha 

a?,y€N.a:->y.a?-<y:o:a; = y 

a?,y€N.a?-<y:0:aj=ry.u.a;>y 

e queste si potevano direttamente ottenere dalla (1). 



Dalla prop. già citata C§ 11) 

y,2?€N.a;€Np.y2?€Nar:3:y€Na?.w.af€Na? 

si ottiene per la P58 e la PV. 

(2) y, 2f € N . a? € Np . y - € No; . 2! - € Na? : : y ;» - € Na? 

Osservando ora che dalla teoria dei numeri primi si 
ha che 

y6N.a:€Np.y-€Na?:=:y€N.a;€Np.D(a:,y) = l 

(" ogni numero primo è primo don tutti i numeri che 
non sono suoi multipli ,), e moltiplicando THp della (2) 
per i fattori, che già vi sono, y, 2? € N, x€ Np, x 6 Np, si ha 

y, « € N . a? € Np . D(a;, y) =* 1 . D(a?, 2f) = 1 : : y - € Na;. 

Moltiplicando i membri di questi per y, 2? € N . a; € Np, 
si ha 

y, 2? € N . a? € Np . D(a?, y) = 1 . D(ir, «) = 1 : : 
y, ^ € N . a? € Np . D(a-, y «) = 1 

Scomponendo (PVII) in un prodotto di tre due dedu- 
zioni e tenendo conto di quella che ha per Ts, D (ar, f,',2?) = 1 
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si ha 

(3) y,2?€N.a;€Np.D(a?,y)=l.D(a;,5!)=l:D: 

che esprime la nota proprietà " Se un numero primo h 
primo con i fattori di un prodotto, allora è primo col 
prodotto „. 



* * 



Dimostrate per i numeri reali, p. es., positivi (Q), le 
prop. 

(1) ar,y,2?€Q.a; = y.o.a? + 2; = y + « 
(1') ^.xz=^yz 

(2) ... . x>y.r^,x + z>y + z 
&) :),xz>yz 

e dimostrate pure le prop. fondamentali relative ai segni 

(3) a?,t/€Q.o.-.a; = y: = :j;->y.a;-<y 

(4) ... 0.*.a:>y: = :fl7- = y .a?-<y 

(5) ... 0.'.a;<y:=^:a?- = y.a;^>y 

si possono dimostrare, facendo uso dei metodi di ragio- 
namento che già conosciamo, le inverse delle prop. (1), 
in (2), (2'). 

Abbiamo dalla prop, (2), cambiando « in y e y in a?, 
la prop. a?,y2?€Q.a?<y.Q.a; + 2r<y + 2?. 

Sommando (PVI) membro a membro questa con la 
prop. (2) e facendo uso della proprietà distributiva del 
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prodotto rispetto alla somma (PYIIl) abbiamo 
(6) «, y, « € Q : a? > y . u . a: < y /. /. 

Dalla (3) prendendo nella Ts la negazione dei due 
membri delFeguaglianza (PV) si ha 

^»y€Q.j>.*. a?- = y: = :fl7>y.u.a?<y 

Sostituendo allora nell'Ep e nella Ts della (6) le prop. 
equivalenti alle somme logiche che vi compariscono si ha 

x,y,z€Q,x-'^y,0,x + Z' = y + z 

r 

Portando un fattore delFHp nella Ts e la Ts neirHp 
(PXI — § 13, P58), abbiamo 

a?,y,«€Q ,x + z^y+z,r).x==y 

che h Finverso della prop. (1) indipendentemente dalFHp 
^«^f^^Qf cl^6 ò ipotesi comune (Pli) a ciascuna delle 
due proposizioni. 

In modo analogo può il lettore dimostrare per esercizio 
le inverse delle prop. {V), (2), (2'). 



§ 14 — Disginnzione completa. 

• 

Se a, b sono prop., scrivendo a^b affermiamo " è vera 
una almeno delle prop. a, ò „, e non escludiamo che pos- 
sano essere vere entrambe. 

Col complesso di segni o - è . w . 6 - a, affermiamo " e 
vera a e non è vera b, oppure è vera b e non e vera a „. 
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Ciò era espresso dai latini con a aut h, il cui corrispon- 
dente si è perduto nella lingua italiana. 

Scriveremo a o 6 in luogo di a^h .^,h^ a, e il segno 
o potremo leggerlo aut. In simboli 

59. ao6; = ;a-6.v-».Z>-a (Def) 

Nella prop. 

(1) a:,y6No:ir = 0.u.y = 0.-.0.-.a?y = 
ponendo il segno o al posto di w si ha 

(ly a?, j/ € No : a; = . o . y == .*. .'. icy = 

La (ly è vera, ma esprime meno della (1), poiché ^ è 
eguale a zero anche quando x Q y sono entrambi nulli. 
Nella prop. 

(2) a?, y€N.a:- = y:o:a;>y.w.ir<y 
ponendo il segno o al posto di u si ha 

(2)' a;, y€N.a;- = y:0:a;>y.o.a;<y 

La (2y esprime la proprietà della (2) con maggiore 
esattezza poiché è noto che se a? > y allora a? - < y e se 
a? < y allora x^^y. 

Nella prop. 

y, 2?€N.a?€Np.y/2f€Na?:o:y€Na?.*j.2?€Na? 

ponendo il segno o al posto di <^ si ottiene una prop. 
falsa, poiché, p. es., i numeri 6, 9 hanno un prodotto 
multiplo del numero primo 8 e sono entrambi multipli 
di tre. 

Li generale al segno o, nella Ts, non preceduta dal 
segno -, di una prop., si può sempre sostituire il segno <-» , 
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ma al segno u non sempre si può sostituire il segno o; 
nel primo caso la sostituzione estende o restringe il senso 
della prop. 

Il segno o è un segno d*operazione che chiamasi dis- 
giunzione completa, ' 



Per il segno o valgono le formule seguenti che il let- 
tore può dimostrare per esercizio. 

60. a o 6 = (a o Z>) (- a w - 6) 

61. -(oo6)==(.ao6) = (ao-&) 

62. a 06.3. a w6 

63. aè = A.O.<»«^ft = oo& 

64. o o a = A 

65. a o - a = - A 

66. a o A = a 

67. a o - ^ =a - a 

68. aob = boa 

69. a o 6 o <? =s a o (6 o e) 

§ 15. — Osseryazioiii. 



I metodi di raziocinio espressi dalle Pp (la Pp 10 ec- 
cettuata) sono contenuti nei metodi generali I-XI esa- 
minati nei §§ precedenti, quando si ammetta di poter 
affermare la Ts di una deduzione vera avente per Hp una 
prop. vera (il che equivale alla Pp6). Ricordando infatti 
la formula a = 6.0.a06, la Ppl h conseguenza della 
P, a «= a (U) ; la Pp2 della prop. a = aa (IX) ; la Pp3 della 
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prop. (ib[)ab e della P VII, poiché per mezzo di questa 
da ab Q ab si hanno le due prop. ab'^a, ab'^b; le Pp4,5 
sono conseguenze della proprietà commutative e associa- 
tiva del prodotto (Vili); la Pp6 del metodo II poiché ab- 
biamo a^b,^.a^b:'j:a!jb,a: !jb, della quale prop. 
essendo vera THp e vera la tesi che, a meno dell'ordine 
dei fattori nelFHp coincide con la Pp 6 ; la Pp 7 si ottiene 
col metodo VI poiché si ha aoft.cQctQioco&c, e ridu- 
cendo THp col metodo IV si ha la Pp7; la Pp8 é con- 
tenuta nel metodo I; la Pp9 si ottiene dalla PII, poiché 
ni ha fia aft : : 6 . . o ab che ha per Hp una prop. 
vera e per Ts la Pp9; la Ppll conseguenza della pròp. 
«[)& = . -ÒQ-a (V). La Pp 10 é già stata compresa nel 
metodo V. 

* * 

Riuniamo per comodo del lettore i metodi di ragiona- 
mento I-XI ottenuti nei paragrafi precedenti. 

i^. Affermazione della tesi di una proposizione 
che ha per ipotesi una proposizione vera. 

a.aobi'jib [Pp6] 

I. Sillogismo e Polisillogismo. 

«D2>.6oc:o:aoc 
aOb.boccjdiQiaod 



II. Far entrare un fattore nell'ipotesi 
uscire un fattore dall'ipotesi. 
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111. Equivalensa. 

a = b: = :aOà,bOa (Def). 

a = b , = ,h = a 

a = 6.6s=<?:0:a = c 

a' = «.o.(»')A=A 

IV. Prodotto per una proposizione vera. 

V. La negazione. 

-(-«) = « (Pp) 

«36. = . -60-a 

a = 6. = .-o = -6 

au6 = -(-a-6) (Def) 

- (a6) = - a u - & 

-(au6) = -a-6 

VI. Prodotto e somma membro a membro 
delle deduzioni. 

VII. Compos&ione e scomposizione. 
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VILI. Proprietà oommutatlvt, assooiativa e distribuNva 
del prodotto e della somma. 

àb = ha a^b = b^a 

ahc = a (bc) a^b^c=^a^(b^c) 

{a^b)c = (ic^bc {ab) ^c = {a^c){byjc) 

IX. Semplificazione. 

a = 6.^0.a = a6 a = b .'J .a = aob 

ao6. = .a = a& aQb , = ,b==^a^b 

X. L'assurdo. 

A = a - a (Def) - A = «*-'- « 

aA = A a*-'-A = -A 

a- A = a a wA="a 

a:)A. = .a = A 

aQb .== ,a ' b = A 

aw6 = A: = :« = A.& = A 

XI. Trasporto dei fattori e dei termini. 

ab'jc. = ,aQc^"b ; a^èwci^ra-c^ft 



Capitolo ITI. 
Xj6 ClEtasi- 



§ 1. — Fropoaldonl candizionali u categoriche. 

Ciascuna delle seguenti proposizioni , 

(1) (x + y)' = ^''-;-2a-j + !/> 

(1)' a^ + y'^1 

(ir fl:»+!/'+l = 

esprime Tina condizione che deve essere verìtìcata fra, gli 
enti rappresentati dalle lettere a:, j/. Diciamo clie le ptop, 
(l)i (1) (l)' sono proposizioni cmidizionali- 

Una prop, condizionale non è né vera ne falsa. Così, 
p* eg,, la U) fe vera se x^ y soiso numeri reati; h talaa se 
^j y sono quaternioni^ restando sottinteso che ai segni * 
-|- X si dia il significato che hanno nelle corrispondenti 
teorie dei numeri reali e dei quaternioni; la (1)' e vera 
per alcuni valori ài x e y, ^^ x ^ y sono numeri realij 
la {!)'' e falsa qualunque siano I numeri reali a: e j^» e 
vera per speciali valori immaginari di ^ e y. 



Se con fli, hx indicbiamo prop» contenenti una lettera 
un gnippo di lettere ^ indeterminate , ie cioè a* è^indi- 
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cano proposizioni condizionali tra gli elementi del gruppo 
X, e solamente tra questi, scrivendo 

(2) Ox.Oa^.bw 

intenderemo dire che * Qualunque sieno gli x che sod- 
disfano alla condizione et», soddisfano anche alla condi- 
zione bx ,. 

n segno Oa; si può leggere '^ si deduce qualunque sia x „, 
e con la (2) esprimiamo che la deduzione si fa rispetto 
a tutte le lettere variabili che compariscono nell'Hp e 
nella Ts della proposizione enunciata. - 

È conveniente che nelFHp della (2) la prop. condizio- 
nale a» contenga come fattore logico la prop. a? € m, cioè 
u è ima classe determinata e costante, affinchè sia esat- 
tamente indicata la natura degli enti x, dei quali la (2) 
afferma una proprietà. Così, p. e., la prop. 

2?-==y . . (a? + y)/2> y^xy 

la cui ipotesi non soddisfa alla condizione indicata, non 
può ritenersi completa poiché è lasciata indeterminata 
la classe a cui appartengono gli individui x e y e non 
hanno quindi significato preciso i segni -=, +» /» >♦ 
V , X. Resta tutto determinato scrivendo 

a?,y€Q.a:- = y:0:(a: + y)/2 > ixXy 

poiché i segni indicati hanno significato preciso nella 
teoria dei numeri reali (Q). 

Prop. della forma (2) si chiamano categoriche. Ogni 
prop. categorica ha per Hp e Ts due prop. condizionali, 
e la deduzione si fa rispetto a tutte le lettere variabili 
che compariscono neU'Hp e nella Ts. 
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Co ai, p. 63, T fe categorica la prop. 
[3) ;c, ty € q . 3^^ ^ . (9; -hy)' = a:^ + 2 r|/ + f/^ 

che La per Hp la prop- condizionale Xj y e q e per Ts la 
prop. condizionale (1). 

Converremo di aopprimere Tindiee al aegno 3 quando 
la deduzione &i fa rispetto a tutte le lettere che compa- 
riscono neirHp e nella Tb. Coaì in luogo della (2) scri- 
viamo 

e in luogo della (8) 

(3)' x.veq.o.{^ + py^x^ + 2,T!/ + f/ 

In luogo dì ir, y, ^ e q . a- > jy - 1^ >^ 5r : 3j j , j a: > 2r scri- 
niamo 



Volendo^ p. ea., esprimere die il trinomio j;^ ^ jw; 4- ^^ 
t, qualunque sia il razionale x, il quadrato di un razio- 
lìale, scriviamo 

(4) :pER.0^.(r*^jp^ + 3)€E» 

Qui Vindice ie al segno 3 non può e&aere soppresso, 
perchè la deduzione non sì fa rispetto alle lettere p, q 
contenute nella Ts. La (4) h quindi una prop. categorica 
rispetto ad a? e condizionale rispetto a p e q. 

Ora sappiamo dall* algebra^ che se p^ (j eono razionali 
e p*/4 Q eguale a q, la prop. condi^.ionale (4) in p e qh 
Boddiafatta. Si ha cioè che quando la prop. condizione h^ 
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m p e q 

(5} p,qeE.p^l4:=q 

è vera, è vera anche la prop. condizionale (4). 

Con le prop. condizionali (4), (5) possiamo quindi for- 
mare la prop. categorica 

(6) p,qiR. p^l4: = g : : a: € R . 0^ . (a:^ — i?a; + ^) € R'. 

Questa prop. ha per Hp una prop: condizionale rispetto 
a p e 3p e per Ts una prop. categorica rispetto ad a: e 
condizionale rispetto a ^ e g. La deduzione principale è 
fatta rispetto a tutte le lettere variabili dell'Hp. e Ts e 
i^ono quinti ì stati trascurati gli indici p, q al segno 3. 



La prop. (3)' contiene solo apparentemente le lettere 
x,^i considerata cioè come deduzione, aO&, essa e indi- 
pendente da X e y. La, (4) è pure indipendente da x^ ma 
non indipendente àsi p e q. La (6) è indipendente da 
p, *j ed jr. Dicendo,, p. es., che la prop. (3)' contiene solo 
apparentemente le lettere, x, </, o è indipendente da x, y, 
intendiamo esprimere che essa non cambia di significato 
quando al j:»osto di x^ y si pongono altre due lettere in- 
determinate qualunque. Così, p. e., le espressioni 

liiiLr=o(senir)/a; ; (x^ — 3a'-l-2)x = 2 

E^ono indipendenti da a?, e dipendono invece da x le 
enpres^imii 

(sen x)lx ; x^ — 8 a; + 2 

Chiara eremo quindi categorica anche una prop. che non 
mnUtsnr^ nemmeno per forma, lettere indeterminate. ^•'^«^ 
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p. es., ScN, 7€Np, VseR, 72 — 3* = (7+3)(7^3)aaTio 
prop. categoriche. 
Se nella prop. categorica 

«« . Oa: . hx. 

poniamo al posto di x un ente speciale, m, non conte- 
nente cioè lettere indeterminate, scriveremo a^ . 3 . fr^ e 
non più «m-Om-^m, poichè «„,, &„, sono prop. catego- 
riche. Converremo, cioè, di sopprimere sempre. T indi ce in 
al segno quando Hp e Ts sono prop. categoriche. 



Se la prop. categorica a» . o . 6x e vera, ciotì se la de- 
duzione è stata fatta con le regole espresse dalle Pp 
da quelle che ne sono conseguenza, allora è vera la prop. 
<*« • • ^m ottenuta dalla precedente ponendo ìlI posto di 
X un ente speciale m. 

Se nella prop. 

(7) xeì!i.x <17:o:(:r-2 — a; + 17)€Np 

poniamo al posto di x successivamente i numeri 3, W, 
18, e nelle Hp delle prop. che si ottengono Hopprimiamo 
i fottori SeN, 30 eN, 18 cN, che sono prop. vere (PI V), 
abhiamo 

(8) 3<17.o.23€Np 

(9) 30<17.o.887eNp 

(10) 18 < 17 . . 323 € Np. 

Le prop. (8), (9), (10) sono vere come è vera la prop. 
(7) dalla quale sono state ottenute con sostitudonef Rob- ^ 
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i^nt tiella (9) VEp Jiia. Msa e la Ts vera^ e nella (10) 
sìe falsa THp e la Ta (323 = 17 X 19)- La (9) ei eaprime 
cke da un Hp assurda si può giungere ad una conse- 
guenza vera, e la (10) che da un ipotesi falsa sì può 
fungere ad una conseguenza falsa. Se però la prop. (7) 
b vera, allom qualunque numero si sostituisca ad r non 
sarà possibile ottenere una prop. cke abbia Tera THp e 
falsa la Ts. 



g 2. — Segni 3 ed =. 

Scriviamo il segno K al posto della parola claèse (gruppo, 
collezione, -..). 

Scriviamo il segno e (iniziale della parola èarO al posto 
della frase è un. Se a e una classe, scrivendo ^ t a espri- 
miamo che ^ 1^ ti» indmduo della classe a e leggiamo 
"^ a: fe un ^a fl. 

Ammettiaiuo che, essendo « una classe ^ il segno a? e^ 
ove J^ e una lettera indeterminata, posto dinanzi ad a 
dia origine ad una proposizione contenente la lettera in- 
determinata ir. 

in ciò che segue per indicar© che la prop, /> contiene 
la lettera o il gruppo di lettere ar, o, in altri termini, 
per esprimere che la prt>p. ph candizimpale Hepetto ad a?, 
porremo alla lettera p Tindice a?, {p^). Analogamente 

p^.^iPr,^,^, indicano proposizioni condizionali rispetto 

a ìf e j/j e rispetto a sr, t/ e-^.,*.. 

Abbiamo già indicato che si può far uso indifferente- 
mente dei segni ^jj . 0, , g^, px.O- q^, quando x fe il solo 
gruppo variabile contenuto in j? e q, cioÈ> quando p e q 
sono coiìdizionali rispetto al solo gruppo x. Scriveremo 



J>x , ^^ -tjxìtì ìuùgù deirafferm azione aimnUaneiv j^^-O^-^^ ' 
Qt-Dj-^pj' 11 segno ==x si legge ^ efiuivalij qualunque sia 

x^ ad „. 



rt, 6, e, rf € K . 3 /. 

L rt fi : = : u? e [I . Hi. . ^ e 6 (Dei) 

2, «= Ó j = : a & . 6 3 ff (Def) 

3. « = 5 : = ; ,E e ,i , =^^ . j; E ò f P2 . D . P3J 

5, ,^ = ^ _ = i, = ^ > [Plil ■ PI. y : 3 : P4, 5, 6] 

(), rt, ^= 7> , i ^ ir : 3 : rt ^ r / 

7. a^=b.c = d] '^'.a'jc .^.h'jd. 

S, /iO&,^nc:D:a3r [P1.P1;3:P7] 

[PI /. 3/> flQÒ ; 3 ■;!:€ a , 3 , iP€ /> . l'Il .'. ^ .". 
ft è . a- € a : t ^ e jfj . P Vili, 111 .", ^ :, P9] 

Suri vi amo «, &, e e K in luogo del Patf'e umazione si- 

raultanea afK,6eK.ceE... e leggiamo «, ù, e, .„ sono 

Llpoteai «j è, <?, rf É K che precede lo PI -9 si sottintende 
dftbba esser distribuita a ciaj^cuna delle Pl-9j (PflJ Oj H 
ohe equivale, (PVII) che dniripotesi a, b, e, dtii t.Ì deduce 
il prodotto logico delle Pl-9, 

lì compleaao di segni « 6 é legge '^ la cla^ne fi h con- 
tenuta in È 1,. Intendianio e^priiuere eon questo ne^no 
che * ogni a è un 6 p. La PI infatti ^i leggo ^ Dire che 
a e contenuta in fi, equivale a du"e che se a:^ e nn a, ^h 
lora, qualunque da ^, d; ^ un 6 ^^ 

frigna = posto tra due classi si legge * è eguale a ^^ 
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e col segno a = 6 esprìmiamo (P2) che ** ogni a è un 6 
e ogni 6 è un a „. 

11 segno posto tra due pi'op. si legge si deduce e posto 
tra due classi è contenuto. Il segno = posto tra due prop. 
si legge è equivalente a, e posto tra due classi è eguale a. 

L'uso dei medesimi segni, in corrispondenza con due 
termini diversi del linguaggio comune, resta in parte 
giustificato dal fatto che, se a, b sono classi, i segni q 
ed =, nelle prop. aO&, a = b, prendono il significato 
che hanno per le prop. quando dinanzi ad a eb si pone 
x€. Nel § seguente vedremo che ha luogo il passaggio 
inverso. 

Le P4-7 danno le proprietà fondamentali dell' egua- 
glianza e si ottengono dalle corrispondenti proprietà per 
l'equivalenza delle proposizioni. Nelle P6, 7 il segno : o : 
si legge si deduce, poiché come risulta dalle Pl,2 i com- 
plessi di ségni a 6, a = &, ove a, b sono classi, indicano 
delle proposizioni. 

La P8 è una nuova forma di sillogismo tra classi. Si 
legge " Se ogni a h un b e ogni 6 è lin e, allora ogni a 
e un e ,. Il 1**, 2°, 4° segno si legge è contenuto, il 3**, 
si deduce. 

La P9 è un altra forma di sillogismo che vale solo per 
le classi. Si legge " Se a? è un a e ogni a é un 6, allora 
a; è un 6 ,. 



I segni € e si leggono spesso nel linguaggio comune 
nel medesimo modo. Dicendo, p. es., * Tuomo è un bi- 
pede „ intendiamo dire " ogni uomo è un bipede ,, e 
traducendo in simboli scriviamo Uomo Bipede e non 
Uomo € Bipede, poiché con quest'ultima forma trascu- 
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riamo la parola ogni o V articolo ?o, che dà alla frase 
il suo esatto significato. Se alla parola Oro diamo il si- 
gnificato chimico di corpo semplice, allora scriviamo 
Oro' € Corpo semplice e non Oro 3 Corpo semplice. 

In generale, scriviamo a€b quando a è un individuo 
(o e considerato come tale), di una classe (Ja classe h); 
scriviamo a'jb quando a (e b) h una classe. Così, p. es., 
scriviamo 2eN e non 2oN; se a e una retta e 6 un 
piano che passa per a, scriviamo a è se a e b sono con- 
siderati come classi di punti, scriviamo invece aeb se il 
piano è considerato come classe di rette. 

La differenza essenziale tra i segni € e sta in questo ; 
che, mentre dalle affermazioni simultanee a'jb .bQc, 
a € 6 . 6 e, si può dedurre (P 8, 9) che a e a € e, dal- 
l'affermazione simultanea aeb .bec nulla si deduce, es- 
sendo b considerato prima come classe, poi come individuo 
di una classe. Così, p. es., nulla si deduce dall'afferma- 
zione simultanea delle prop. 5 e Np , Np € [Classe conte- 
nente infiniti individui]. 



§ 3. — Segui .re, {x, y) e , . 



1. a = ire (px) : = :xea . = x -px (I^ef) 

2. ^(x€a) = a [Pl.o.r2] 

3. xe{xe(px)). = x .px 

4. px . . g» : = : are (px) xe (qx) 

Essendo px una proposizione condizionale rispetto ad 
X, col segno xk (px) indichiamo la classe degli m^imduì ìt 
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i qttali soddisfano alla condizione px. La PI si legge ** Dire 
che a è eguale alla classe degli x i quali soddisfano alla 
condizione />x, equivale a dire che, la prop. xta "é equi- 
valente, qualunque sia x, alla prop. ^x „. 

Così, p. e., con a?€ (a? € N . a? > 7) indichiamo la classe 
dei numeri interi che sono maggiori di 7. 

Con la PI si stahilisce che il segno x^ posto dinanzi 
ad una prop. condizionale in x produca una classe indi- 
pendente da x\ come si h già stabilito che il segno xe 
posto dinanzi ad una classe (indipendente da x) produca 
una prop. condizionale rispetto ad a;. 

Le P2, 3 esprimono che i segni ic€, a?€ applicati succes- 
sivamente si distruggono. Così, p. e., x^ (x e N) indica N, 
e a^€ (a?€ (a? € N . a? > 7)) indica la prop. a? € N . a; > 7. 

La P4 si legge " Dire che da p« si deduce, qualunque 
sia Xf qxy equivale a dire che ogni x che soddisfa alla 
condizione px è uno degli x che soddisfa alla condizione 
qx „. Ciò, insieme all'osservazione fatta nel § precedente, 
giustifica l'uso del segno o nei due significati, si deduce 
ed è contmutOj potendosi dall' un significato passare al- 
l'altro con l'aggiunta del segno x€ o x€. 



a€K2.^a-,y, gx,v€P.O.-. 



5. a = {x yy) € (pr, y): = :{x,if)ea.=x,y.px,y (Def) 

6. (a-, y) € ((a-, j/) € a) = a 

7. {Xy y) € ((a;, y) € (px, y)) , = x,y.px,y 



^- i^ar, y . . qx, y ; = : (x, y) € (px, y) (a?, y) € {qx, y) 
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Scriveremo K2, K3, K4 al posto delle frasi cl($sse 

di coppie, classe di terne, classe di gruppi di quattro ele- 
menti, 

Essendo a?, y due enti qualunque, con (a?, y) indichi amo 
la loro coppia. Indichiamo coppie diverse con le not^ 
zioni (a?, y), (y, x). 

Le coppie di numeri interi x, y tali che il loro pro- 
dotto h eguale a 18 sono 

(1, 18) ; (2, 9) ; (3, 6) ; (6, 3) ; (9, 2) ; (18, 1) 

Indichiamo la classe che ha per individui queste coppie 
(classe di coppie di numeri interi) con la notaaìone 

(1) (a?,y)€(a;,y€N.fl?f/=18) / ^ ' Tr Twr^ 

Analogamente con ^ ' * 



(2) (x,y,z)^(x,y,z^^ .xyz^^) ,__ ^j^ 

indichiamo la classe che ha per individui le teme 
(1, 1, 4) ; (1, 2, 2) ; (1, 4, 1) ; (2, 1, 2) ; (2, 2, 1) ; (4, 1, 1). 
Valendosi dei concetti' della geometria Cartesiana, fa- 
cendo cioè ad ogni coppia di numeri reali corrisponder* 
un punto di un piano, e ad ogni terna di numeri reali 
un punto dello spazio, col segno (1) indichiamo un grappo 
di sei punti del piano e col segno (2) un gruppo di sei 
punti dello spazio. 

Con (re, y) € (a?, f e q . a;' -[- y* = 1) indichiamo la circon- 
ferenza che ha il centro neirorigine e il raggio e^ale ul- 

Tunità di misura; con (a?,y,2;)€(a?,y,;2r€q.a;*-j-^*n-^^^l) 
la sfera che ha il centro nell'origine delle coordinate e il 
raggio eguale alFunità di misura; con (a;, yyZ}€{s^-{-jf^^l) 
una superficie cilindrica di rotazione avente per asae 
Tasse delle z ; 
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Con la P4 definiamo il significato del segno (ar, y)e e 
tale prop. b analoga alla PI. Le P6-8 corrispondono alle 
P2-4. Analoghe definizioni simboliche potrebbero darsi 
per i segni {x, y, ^) €, 



Abbiamo già introdotti i segni N, N©, R, q, per indi- 
care ** numero intero positivo „, " numero intero positivo 
nullo „ 

Introdotto il segno N gli altri possono esser definiti 
per mezzo di questo. 

Essendo fx una funzione algebrica di a? e m una classe 
di numeri, con fu indicheremo il complesso dei valori che 
prende fx quando al posto di x si pongono tutti gli in- 
dividui di u. Così, p. es., 2x indica un numero pari, 2N 
o N2 indica la classe dei numeri pari; 2a; — 1 indica un 
numero dispari, N2 — 1 indicala classe dei numeri dispari. 
Analogamente con N^ indichiamo la classe dei quadrati, 
con a^ la classe delle potenze di a, con -r-N la classe 
dei numeri interi negativi. 

La classe No resta definita ponendo 

(1) No = xè{xeì^.u.x== 0) 

Indicando con n la classe dei numeri interi positivi o 
negativi o nulli, si ha 

(2) n = ire (ic € N . u . a; € — N . u . a; = 0) 

Essendo f{x,y) una funzione algebrica dì xey e u,v 
classi di numeri, con f(u, v) indichiamo il complesso di 
valori che prende f, quando al posto di a? e $^ si pongano 
tutti gli individui dì u e v. 
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Ogni raaiouftle è il l'apporto di due mi meri interi a? e jf 
i^h)ì quindi con N/N inilichiamo la classe dei nazionali 

o analogamente^ essendo 0/a?^=0, 

(4} Ro = No/N 

Bieulta dalle convenzioni precedenti che — R indica 
la clai^fje dei razionali negativi. Indicando con r la classe 
dei ragionali o positivi o negativi o nulli, abbiamo 

(5) r = af€ (^ € R . u , a? € — R , u , ir ^^ 0} 

La claase del numeri reali positivi, che itidichereino 
con Q, può esser definita^ come vedremo, come classe dei 
limiti ;? operi ori di classi dì raj^ioimli» Scriveremo in se- 
guito in simboli la definizione di Q- Con — Q venta in- 
dicata la clasie dei numeri reali negativi, ed avremo 

(6) q = £K(^£Q.u.j:e — Q.w.aj='0) 
(6)' Qo =Se (a? £ Q . ^ . X = 0). 



Definiamo altre elasai che ci saranno utili negli esempi 
dm paragrafi seguenti 

{7) n E N , . Z„ = re (:e e N . or ^ ti) 

(8) m» /r t N . m < M : [) : Z (m, n) =^ x€ (.re N, w^ ,t , ;f^ h) 

{Di «, /j € q . (j <^ fe ; Q : « "~ è ^= ar€ (itj e q . ft <1 T , r <C 6) 

(10) : Q : a^ b = a^ {x € (i . a^ or . it <Z b} 

(Ili. . . . . : 3 : £i -* 6^ ^ af€ [p' e q , » < ^ . j^ ;^ hi 



J 
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Con Za indiubiamo il compleaao di numeri interi l,2,..,ii. 

Con Z {m, n) i numeri m, m -\- li th-\- 2, ... n. 

Con a~^b tutti i numeri reali compresi fra fi e & gli 
eatrend eBclusi, con a^b, »-"&, a^h, il medesimo in- 
tervallo compreso a ed escluso 6, compreso b ed escluso a, 
compreso a e ò. 

Dalle (7) , (8) risulta che Z (1, ») ìndica la medesima 
cosa dì Zm* 



§ 4. — Segni n ed u . 

fi, b, e.ii^K .pxj ga; € P : .*. 

1. iif>b^x€.{x£a,xeb) \ 

l\ a^h.^.xe(xea.^.xeb) ? (Def) 

2. ab^tìr^b J 

3. :iG€{ah)\=x:xea.xeb 

B\ x^[a^b) : =x :x£a .^ . xeb 

4. x^ {pt . f/x) : = : xe(p3c) n xe iqx) 
4\ .re {p<^ u gx) : = : a?€ (px) u ree (gr) 

5. fif = ^ . i? = (? : : ac = èei 

6. ah^ba 

6\ « M è ^ 6 u a 

7'. ri Lj & u e = a u (6 u e) 

8. (auÈ)tì = acu6c 

8 » (nò) "j e ^= (a u e) (6 u e) 
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9, 


a = £iff 


9\ 


a ^^ Ef u fl, 


10, 


« = è . Q . « ^= «^ 


iQ\ 


a=É,Q.a^aufi 


U, 


aQb.^ .a = anb 


n\ 


aQÒ .^^.b^^a^b 


12. 


fl D & - e 3 d : ; flf^ òi 


Ì2\ 


a^t.CQrflQltfUC^&wrf 


18. 


aQ&cr^ia^ft.flQc 


13, 


(«uÈ3c: = ;aQc.&3(^ 



Con tì( n è indictiamo la maasima alasse contenuta in 
a Q m b (Pi); con a^b la minima claase che contiene 
a e b (2). 11 segno ^ si legge e^ e il segno w ai legge o. 
Ciurmeremo a n è il prodotto logico di a pet ò, e n w & la 
«d^ma logica di a con &. 

Scrìveremo (PS), afe in luogo di a rv fi quando Qihj per 
altre convenzioni, non possa dar luogo ad equivoci. Coer 
p. e.^ ae 35^ y x',ij sono numeri realii per indicare i nu- 
meri comuni ai due intervalli ^~ y^ ^~y scriveremo 
{st~y)^ [x ~- ir) e non (^ '~g){^'~ y) potendo questo in- 
dicare (§ 3) la cla^ae i cui individui sono prodotti di un 
numero di t~ ij con un numero di x ^ if . 

Le P3t 3 , 4, 4' eli e esprimono la proprietà dia tribù tivn 
de] segno a? e rispetto al prodotto delle clasHi, e del aegtio 
xt rispetto al prodotto delle proposizioni^ giustificano il 
doppio uso dei segni n ed <j per le prop* e per le classi» 

Le Po, 5' esprimono il principio della sostituzione (Pili)» 

Le P6-8, 0-8' esprimono che la somma e il prodotto 
delle classi godono della proprietà commutativa, asso- 
-^lativa e distributiva^ come per le prop. (PVlll). 
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Le P9-10, 9'- 10' danno per le classi la legge di sempli- 
ficazione (PIX). 
Le P12, 12', 13, 13' corrispondono alle P Vili, IX. 



Facendo uso della proprietà distributiva del segno x£ 
riepetto ìil prodotto e alla somma delle prop., le defini- 
zioni date nel § precedente per le classi No, n, ... pren- 
dono Ì6 forme più semplici seguenti 

n = N u ~ N w a7€ (a? = 0) 
n = No^ — N 
r = R u — R u are (a? = 0) 
q = Q u — Q u a;€ (a? = 0) 
n € N . 3 . Zn = N n ire (a- ^ n) 
m^ « e N . m < « : 3 : Z (m, n) = N n ire (w ^ a; . a? ^ n) 

occ. ecc. ... 
Analogiimente abbiamo, p. e., 

n ^ (i . ^ , Q^r> x^ (x <i n)^= n — Q, 



Per TneK^iO dei segni che indicano classi già note e i 
segni n, ed u , possiamo formare altre classi. P. es. N2 n N3 
indici! la i;lasse dei numeri che sono multipli di 2 e di 3, 
e ai ha che, 

N2nN3 = N6; 
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Np n (3 + N) indica la classe dei numeri primi che sono 
maggiori di 3 e si ha 

Npn(3 + N) (N6 + 1) u(N6 - 1) 

che esprime " Ogni numero primo maggiore ùì H e uìi 
multiplo di 6 aumentato o diminuito di 1 „. 
Analogamente 

Npn(4N + l)oN2 + N2 

" I numeri primi della forma 4a; -[" 1 sono somme dì due 
quadrati „. 

N4vjN6 indica la classe dei numeri che sono multipli 
di 4 o di 6 e si ha 

N4uN6oN2 



§ 5. — Segno -. 





«,6,c€K.^x€P:'j.*. 


1. 


a;-€a. = x.-(j?€a) 


2. 


' a=x€(x'ea) 


3. 
3i. 


xe(-'a).=3r.X'ea 
'{xe{px)) = xe('px) 


4. 


''('a) = a 


5. 


ao6. = .-6o-a 


6. 


a = h . = . - a'== * b 


7. 


- (ab) = ' au'b 


r. 


-(a»-'6) = -a-ft 


8. 


ab!jc: = :a'jc<j'b 


8'. 


aQb^c . = .a-cjl 



(Dell 

[PI. 2 . n . PS] 
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9. a6oc: = :a-co-6 

10. a-a^h'h 
10'. a*-»-a = 6w-6 

11. a?€(a-a) . =x . A 
ir. a?€(au-a).=».-A 

Scriviamo (PI) il segno a; - € a, che si legge " x non è 
un a ,, in luogo della negazione della prop. x^a. Così 
p. es., scriviamo 1/2 - € N in luogo di - (1/2 e N). 

Essendo a una classe con - a (P2), indichiamo la classe 
costituita da tutti gli individui x i quali non apparten- 
gono ad a. Così, p. es., con - N indichiamo, senza alcuna 
restrizione^ tntte le cose che non sono numeri interi. Per 
non dar luogo a discussioni metafisiche sulla classe to- 
tale su altre questioni di importanza minima, sarà utile 
unire la classe -a ad un'altra classe h per mezzo del 
segno n . Così p. es., con R r» - N indichiamo, la classe 
dei razionali 'che non sono numeri interi ; con (1 + N) n 
- [(1 + N) X (1 + N)] i numeri interi maggiori di 1 che 
non sono prodotti di due numeri maggiore di uno. Si può 
porre 

Np = (l + N)n.[(l+N)x(l-}-N)J 

La P3 esprime che * dire che a: è un -a equivale a 
dire che x non é un a „. 

Le P5-7, 7' corrispondono alle PV. La P5 esprime che 
** Dire che ogni a è un ò, equivale a dire che ogni - 6 è 
un - a „. Le P7, 7' esprimono che la negazione di un pro- 
dotto (o di una somma) è la somma (o il prodotto) delle 
negazioni dei fattori (o dei termini). 

Le PIO, 10', 11, 11' corrispondono alle PXL 




I^e Clfjssi 



Hi 



Per mezzo del segno - la definizione di Z„ e Z(^m, n) 
può esser data sotto questa forma 

weN.o.Z„ = Nn-(>^ + N) 
m, n € N . w < » . Z(m, n) = N n - (m — N) n - (« -^ N) 

cioè " Z„ è la classe dei numeri non maggiori di ft ^, 
* Z(m, n) è la classe dei numeri non minori di m i.^ non 
maggiori di N ,. 

Analogamente per gli intervalli 



cf, 6 € q . a < è 



: a — ft = q n - (a — Qt,) n - (6 -f Q^y) 

3 : a -• ò = q n - (a — Qo) n - (Z) -f Q) 

3 : a H è = q n - (rt — Q) n - (è -I Q) 



Le PIO, 10' esprimono che è costante, il prodotto di 
una classe a per la classe - a, e la somma di a con - it. 
La Pll esprime che la prop. x£{a'(i) equivale qualonqiio 
sia X ad assurdo. Abbiamo convenuto di porre il i^egno 
=x tra due prop. condizionali rispetto ad se; con In Pll 
non facciamo niente in contrario a questa regola poicho 
la prop. A essendo il prodotto di una prop. qwihttnjuc 
per la sua negazione, può esser ritenuta come prop> con- 
dizionale rispetto a qualsiasi lettera. 
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§ 6 — Il nulla e il tutto. 

a, 6, e € K . .-. 

1. A = ^(A) (Def) 

r. -A=^(-A) 

2. a-a = A 2'. aw-a = -A 

3. a = A: = *iP€a. = ajA 

[§ 2, P3 /. .'. a = a - a : = : r € a . =« . «€ (a - a) . 
PI, 2. -.0. -.PS] 

4. a- = A: = :a?€a.- = xA 

5. aA = A 5'. ow-A = -A 

6. a-A = « 6'. au^ = a 

7. aDA. = .a = A 7'. -ADa. = .a = -A 

8. a 6. = . or -6 = A 8'. ao6. = . 6w-a = -A. 

9. awè = A: = :a = A.2> = A 

10. a'-'6- = A: = '»'==A.*-'-^"=A 

11. a = A. ^. 6 = A:0:o& = A 

12. a6- = A:0:a-=A.6- = A 

13. a6==A.D.(a^W-& = a 

[Hp . P8 : : a - è . § 4, Pll ; : a =^ a - 6 . P2, 6' 
:0:a = (a-6)'^(6-6):0:Ts] 

La prop. A (assurdo) è condizionale rispetto a qua- 
lunque lettera, quindi a?€ (A) rappresenta una classe, che 
conveniamo (PI) di indicare ancora col se^no A che 
leggeremo nulla. Il segno -A può leggersi tutto. Le 
prop, 2, 2' esprimono che il prodotto della classe a per la 
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classe - a è il ntiZ/a, e la somma di a con - a il tutto y o 
la classe totale. 

Il segno a = A può leggersi " la classe a è nulla , e 
il segno a- = A ** la classe a non è nulla „. Le P3, 4 
esprimono che " Se una classe a è nulla, allora è assurdo 
ammettere che a? sia un a „. ** Se la classe a non è nulla 
non è assurdo ammettere che a? sia un a „ . In altri ter- 
mini " Dicendo, a h nulla, esprimiamo che non esistono 
individui che appartengano ad a, o che a non contiene 
individui ,, ** Dicendo, a non è nulla, esprimiamo che 
esistono individui che appartengono ad a, o che a con- 
tiene individui „. Così p. es., abbiamo 

Npn(N« + N*)n(N4— 1) = A 
N»n(N« + N«)-=A 

cioè ** Non esistono numeri primi somme di due quadrati 
e della forma 4x — 1 ,, ** Esistono numeri quadrati che 
sono somme di due quadrati „. 

Le P5, 5', 6, 6' esprimono che " Il nulla è l'assoluto del 
prodotto e il modulo della somma; il tutto è l'assoluto 
della somma e il modulo del prodotto „. 

Le P7-9, 7'8' corrispondono alle PX. Le P 10-12 sono 
vere anche quando a, b, e sono prop. ; la PIO si ottiene 
dalla P9 prendendo le negazioni dei suoi due membri; 
la Pll è immediata conseguenza dalla P5; la P12 è la 
contraria dell'inversa della Pll. 

Facilmente si ottengono le duali delle PlO-12 che però 
non hanno importanza pratica. 

La PI 3 esprime ** Se la classe ab non contiene indi- 
vidui, allora il prodotto di a^b per -6 è eguale ad a „. 
Questa prop. ha molta importanza in matematica. Posto 
p. es. 
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abbiamo per la P13 

Q u — Q == q n^€ (a? - = 0) 
Q u ^ (a? = 0) = q n - (— Q) 

— Qwa?€(a; = 0)==q'n-Q 
Q = q n -(— Q) n Tè (a; - = 0) 

— Q = qn-Qna?€(a;- = 0) 
il(a;==0) = qn-Qn-(— Q) 

poiché il prodotto di due qualunque delle classi Q, — Q, 
a;€(aj = 0) è eguale a nulla. 



Per mezzo del segno A, esprimiamo con 

a-6=A, la frase: Ogni a è un 6 

a6= A, 1, Nessun a è un 6 (e anche, nessun 6 è un a) 

«6 - = A, TI Qualche a è un 6 ( „ qualche 6 è un a) 
a-6-=A, » Qualcheaèun-6( , , -6èuna). 

Ordinariamente i logici rappresentano queste frasi, or- 
dinatamente, con le vocali a, e, i, o, e rappresentano le 
varie forme di sillogismo con parole, come Barbara, 

Ferio, Darapti , prendendo le vocali che compariscono 

in tali parole, ordinatamente, come premessa maggiore, 
premessa minore e conseguenza del sillogismo. 

La forma in Barbara è dunque a-6 = A-ft -c = A:0• 
« - e = A che per la P8 diviene, ao6.6Dc:0:aOc, che 
e la forma già da noi considerata per il sillogismo. La 
forma in Ferio é a6- = A.2>c = A:0. *«•"<?- = A, che 
per la P58 del § 18 del Gap. H e la P8 diviene, a Oc 
<^D-&:D:aO"^ e questa coincide con Tordinarìa forma 
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di sillogismo. La forma in Darapti è, a'jb .bQc .q: 
ac -=^ ^, che è falsa e deve esser posta sotto la forma, 
a3ò.&oc.a- = A:0:ac- = A« che col sillogismo hai 
più niente a che fare. 

Chiamando sillogismo la forma di ragionamento Cr^pres^at 
dalla formula aQè.èQciQia^c è chiaro che Li forma. 
Feria dipende dal sillogismo e da altre forme di ragio- 
namento (PXI). 

La forma Darapti è poi falsa. Essa, insieme ad altr^^ 
è chiamata dai logici forma indebolita. 



Dalle P3, 4 abbiamo modo di esprimere in simboli le 

frasi ** Esiste almeno un x il quale ,, " Non esiste 

un X il quale ,, delle quali si fa molto uso in mate- 
matica. 

Se ar, y sono numeri reali positivi, e a? < y, sappiamo 
che esistono dei multipli interi di x che superano fj. Pos- 
siamo esprimere ciò dicendo che la classe dei numeri 
interi n tali che nx^y^ contiene individui; pone cioè 

N n n€ (nx > y) - = A 

e si ha la prop. 

(1) a?,yeQ.a?<y:o:Nr»n€(nx>y)- = A 
Non volendo far uso della classe si ha (P4) 

(2) a?, f/ € Q . a; < y .'. .'. n€ N . Mie > y : - =n : A 

che si può leggere * Se ar, y sono numeri reali e x <.yr 

allora avremo che; dire che n è un numero intero o 

mp>y, non ò qualunque sia n assurdo „, ed esprimiamo 
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che, stando le ipotesi fatte, ^ esiste almeno un numero 
intero n tale che nx'>y ,. 
Analogamente si ha: 

(3) a?, s' e N . D fe j') = 1 : : N n ;ì;Ì" (ar" — 1 e Ni/) - = A 
oppure 

(4) a-,y e N . D (a;, y) = 1 .-. /. n e N . ar" — 1 € Nf/ : - = n : A 

" Se jc e 1/ sono numeri primi fra loro, allora esiste al- 
meno un numero n tale che a?" — 1 sia multiplo di j/ ,. 
Si osservi che le Ts delle prop. (l)-(4) sono indipendenti 
dalla lettera n nel senso già stato indicato nel § 1 di 
questo Capitolo. In generale sono indipendenti da x le 
espressioni a; e (aj, a^^^K, ««-==« A- 



Secondo le convenzioni fatte, a;/N, ove a? è un numero, 
indica una classe di numeri tali, che dividendo x per uno 
qualunque di essi, si ottiene un numero intero. Quindi 
N r\ ic/N indica la classe dei divisori interi di x. Abbiamo 

a; € Np : : [N n a?/N n j/ e (y - = 1 . i/ - = a;)] = A 

oppure 

ir € Np .*. .-. y t (N n a-/N) .y- = l.i/- = aT: = j,:A 

** Se a; è un numero primo allora, non esistono divisori 
di X che sieno diversi da 1 e da a; ,. 

Si intende che le frasi esiste noti esiste significano 

la classe contiene non contiene individui, e, con tali 

frasi, non si allude affatto 2iXV esistenza nel senso filosofico. 
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g 7, — Din^ipnzliine i*omp1eta, 

1. ao6^ir€(a:ca.o.ar€&) [Dei) 

2. a? € {a o 6) : ^^.„ : j? € ff , o , a; e S 

4. aob^(a-b)v{h--a) 

6. tifi ^ A ' D ' « '-' i -= o ^ ^ 

7. » o « =^ A 

8. ao-a=*A 

9. aoA^a 

10. £* o - A = * ff 

11. ao&=:=&oa 

12. aoboc = ao{f}Oc} 

Con a & indichiamo (PI) gli individui a: i quali sono 
t^i che X h xm a e jc non h un bj q x non e un n e ^ 
fe un &. Il segno o si lejjge ancora ant. Dalla P4 risulta 
che aob e la classe degli a che non sono b o dei b che 
non sono a. 

Le P2, 3 esprimono la proprietà distributiva dei ftegni 
jp€, ore rispetto alla disgiunzione completa. Le altre prop. 
corrispondono alle prop. del § 14, Gap. IL 

§ 8. — Gli indici ai segni o ed =. 

Sia Che una prop. condizionale in x, cioè una prop. espri- 
mente una condizione alla quale devono soddisfare gli 
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enti (o l'ente), rappresentati dalla lettera indeterminata x. 
Contenga Ox, come fiattore logico, la prop. xeu, ove u 
è una classe determinata e costante, cioè indipendente 
da qualsiasi ente variabile. La classe x^((ix) è contenuta 
nella classe w, e può o no contenere individui ; cioè può 
essere vera una, ed una sola, delle due prop. 

(1) a;€(ax)- = A 

(2) ^ (Otr) = A 

Se è vera la (1), allora esistono degli u che soddisfano 
alla condizione a.r, e la prop. categorica «„, ove m è un 
individuo speciale , è vera quando m e (a: € (a»)), è falsa 
quando m - e (a? e (a»)). Se è vera la (2), allora non esistono 
degli u che soddisfano alla condizione a», e la prop. a,„ 
è falsa qualunque sia m. 

Se OsT è il prodotto logico di a?€w per a», ove ax è 
una prop. condizionale in x non contenente più il fattore 
ic € M, allora alla (1) può darsi la forma 

(1)' -(a7€w.0a;.-a'«) . 

e alla (2) la forma 

(2)' a? € i* . Oa; . - a'rr 

Se essendo vera la (1), la classe x^(ax) prende il suo 
massimo valore u, cioè se a? € (ox) == w, allora abbiamo che 

(3) a? € w . 0^ . dx 

P. e. la prop. condizionale a? e N . a? 5 7, soddisfa alla 
condizione (1), che posta sotto la forma (1)' esprime " non 
è vero che qualunque sia il numero intero a?, x non è o 
eguale o maggiore (cioè è minore) di 7 „. 
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La prop. condizionale a?, y€q .re* -|-y^-{- 1=0, soddisfa 
alla condizione (2) che posta sotto la forma (2)' esprime 
" qualunque sieno i numeri reali a?, y, allora x^-^y^-^-l 
non h eguale a zero ,,. 

Per la prop. condizionale a? e N . a; > 1 è soddisfatta la 
condizione (3), poiché si ha sempre a: € N . o^, . a: ^^ 1. 



Se nella prop. ch Oa, hx non è indicato in qualche modo 
a qual classe costante u appartengono gli a?, allora la 
prop. axOx^m può esser ritenuta come condizionale, poiché 
può esser vera per certi valori di a:, falsa per certi altri. 
Così p. e. la prop. 

(1) ^ + ^=V + '^'Dx,y,z'X='y 

è vera quando a?, y, « sono numeri reali, ò falsa quando 
a?, y, z sono individui di una classe di grandezze per le 
quali la differenza di due individui della classe non è un 
unico individuo della classe. 
In luogo della (1), scriveremo 

(2) os + z = tj-\-z.O'X = y, 

lasciando quindi al segno Q gli indici (espliciti o sottin- 
tesi) solo quando la prop. è categorica. Per la forma (2) 
si ha, p. e., 

(3) a?, y, « € q : 0^ y , : a; + 2? = y + « . . a: = f/ 
che corrisponde, come vedremo, all'ordinaria forma 

X,Ì/yZ€q.X + Z = 1/-\-Z:0:r,y,z'^ = V' 

Se nella Ts della (3) si ponesse la (1), si avrebbe una 
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prop. con THp condizionale e la Ts della forma assegnata 
alle prop. categoriche, quindi una prop. di forma attual- 
mente priva di significato. 



Ammettiamo che la prop. axO»&» sia categorica, e 
quindi, o vera o falsa, quando in essa è in qualche modo 
indicato a qual classe appartengono gli enti xr 

Nelle forme ordinarie indichiamo a qual classe appar- 
tengono gli X ponendo nell'Hp «x della prop. Ox Oa? &*, il 
fattore x^u. Ciò facciamo, p. e., scrivendo \ 

(1) x,y^Q,.x<y'.':)\z^ì^ ,zx>y .'=xK 

A questa per la PXI del Cap. II si può dare la forma 

(2) a; < y : .-. € N . 2:ìc > y . - =, A : ^ : - (a-, y € Q) 

Le (1), (2) sono equivalenti, ma nella (2) l'ipotesi re- 
lativa alla natura degli x,y h espressa sotto una forma 
troppo diversa dall'ordinaria. 

Noi faremo uso, in generale, della forma (1). 



Di tutte le precedenti convenzioni ci varremo per sta- 
bilire le leggi alle quali soddisfano gli indici al segno o e 
quindi al segno ^=, 

Le Ppl-11, ammesse nel Cap. II sono vere quando a, 
hy e sono prop. categoriche e quindi della forma gene- 
rale px^^^qx. Tra queste le prop. 

[1] aO« (Ppl) 

[2] a aa (Pp2) 





^^^^H 


r te Clasri 


9t 


[3] 


(ti 3» 




(Pp3) 


[4] 


«fi ba 




{Pp4) 


[5] 


abc a [he) 




(Pp6) 


[6] 


-(-o) = (i 




(PplO) 



sono vere quiindo a,hjC sùììo classi e il segno 3 ^ì legge 
e contenuto. Ora sappiamo (§ 3) che dalla prop. catego- 
rica fl* [)^fi^ ai paBaaalla relazione tra clasai :i?e(aj)oare(òi); 
e viceversa (§ 2J dalla relazione tra classi t< 3 ?? ii passa 
alla prop, categorica a? € tìt , q^^ , jc e p. Le prop, [l]-[6] sono 
dunque vere quando al posto di a» &, p si pongono delle 
prop* condizionali qualunque^ dando al segno 3 gli indici 
convenienti. Così p. e* per lu [4j si ha ax à^t . q^, .b^iì^e 
lo stesso per le altre. 



Le propoaisdonì 

[7J « & . - «^ D '^^' (PpT) 

[a] « 3 È . È e; 1 3 : (* *j e (Pp8) 

m uQb.o.'ho-a (Ppil) 

sono vere quando a, è, e sono clamai e il seguo 3, prece- 
dato e seguito dal gruppo massimo di punti, si legge si 
deduce e gli altri segui 3 si leggo ho è aonienuio. 

L Ponendo al posto di a, b, e delle prop. condizionali, 

■ paesono darsi vari casi^ dei quali esamineremo i prin- 

I cipaUt 

I Alla prop, [7] possiamo dare la forma: 

^^^^lil «itieita ponendo al posto di ^ una cost vaile tu, e 



i 
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sopprimendo, in conseguenza, l'indice y, e ponendo poi y 
al posto di 2r, abbiamo 

ty Oa 0* &x . . «ir Cx, y Ox, y ^^ <^, V 

che corrisponde esattamente alla [7] nella quale a, 6, e 
sieno clfvafii. 

Per la [8] (sillogismo), abbiamo le due forme 

< USJl- *^«/ y Da: *y, y • *x, y Oa; Cx, y : Oy : ax, y Ox Cx, y 

Ms «I. y D« ^x, y'^x,y Ot, y^,y'Dy' «Jf, y Ox c^, y 

PoTinndo nella [8]i, o [SJg una costante m al posto di 
i/f si ha 

iSljf a» Oa- bx . ex Dx Cx : : «« Oa: Cx 

che corrisponde alla [8] nella quale a, ò, e sono classi. 
Analogamente abbiamo per la [9], 

[9li Ox, yOxHy'Dy' ^^. y Da? " <*ar, y 

dalla quale per y costante si ha 



Le proposizioni 

[lOj <i.ao6:o:6 (Pp6) 

[li] Jf>.o.aoa6 (Pp9) 

sono prive di significato, comunque si legga il segno 0, 
quando a, b sono classi. 

Con 9id eriamo i casi seguenti quando «, b sono prop. 
couiìi'/.ionali. 
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Per la prop. [10], abbiamo 

[10]t ax . a« Da; è» : Oaj : hx. 

Ricordando ora che la prop. condizionale Ox si può 
sempre porre sotto la forma a;€u, ove u è una classe, 
poiché a» = a; € (are (a»)), là [10]i prende la forma 

0? € li : a; € M . 3jp . a? € 17 /. 3^ .'. a; € V , 

o anche 

[10]/ a;€u.wOv:0:a;€i? 

che è la forma di sillogismo già dimostrata nel § 2 
(Gap. Ili, P9). 

Per la prop. [11] abbiamo 

[1 l]i ^y • 0» • «y, y 0* ««, » h 

che per y o x costante prende le due forme 

[1 l]i' 6j.0x.axD ax hx 



Ecco alcune conseguenze delle precedenti proposizioni. 

Consideriamo p. e., la P6 del § 3, Gap. II. Ponendo al 
posto delle a, 6, e delle prop. condizionali, può il lettore 
ripetere facilmente le dimostrazioni delle prop. (a)-(e), e 
quindi della P6 che diviene: 

(1) «x, y'dxhx.y 'Cy : Oy : Ox, y Ox ^^, V ^» 

che per y costante da 

\2) . axOx^^'<^'0'<^D^^TC 
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e quest'ultima esprime che " Si può moltiplicare la Ts 
di una prop. per una prop. categorica vera ,. 



Ripetendo la dimostrazione data al § 4, Gap. Il per le 
prop. II, III, abbiamo la prop. 

(1) «x . Dx . ^x, y Oy Car, t/ : = : «x hx, y Or, y <'x, y 

che dà l'importante regola di fare entrare o uscire un 
fattore dairHp, quando il segno ha degli indici. 
Ponendo nella (1) al posto di tf una costante, abbiamo 

(2) a» . Da; . &x D <^ : = Ose 2>x Ox <^^ 

e di questa prop. abbiamo sempre fatto uso negli esempi 
contenuti in questo libro, poiché quando, p. e., dalla 
prop. 

ar, f/,€N.a? = y:0:ir-></.a;-<f/ 

facciamo uscire il fattore x = y dall'Hp, dobbiamo scri- 
vere 

ic, 2^ € N .-. 3^ y .-. a; = I,' : : a? - > f/ . a? - < y. 

Ponendo nella (1) al posto di y una costante e cam- 
biando poi j' in a: abbiamo 

t3) a . . 6« 0^ e» : = : ahx 0, Cv. 

Di questa forma abbiamo fatto uso, p. e., per dimo- 
strare la P9, § 2, Gap. III. Si osservi che tale prop. è 
identica alla [10]/ di questo §, e la [10]/ è evidentemente 
conseguenza della (1), della quale ci siamo serviti per 
dimostrare la P9 del § 2. 






AmmeBao in generale elie la prop. categorica a* 3^ b^ 
debba contenere Tipo tesi relativa alla natura degli w, e 
et e tale ipotesi. {x^u\ debba e^ser contenuta nella Hp 
della, prop. asD^pòj^ possiamo ammettere che la Ts di 
una prop. categorica non possa contenere più lettere in- 
determinate della Hp- 

L'Hp pub pero contenere più lettere della Ts come 
p, e. nella prop. 

Si possono ciofe avere prop. categoriche della forma 

flx, rO^r^v^'- 
Queste possono esser ridotte alla forma normale |7;rDx(;f, 
mediante la formula 

{1} ■ flr, g Dj, ^ &j> : ^ : «r, B ^ =^y A . Dj. * fex 

che si dimostra con la catena di equivalenze 

[ni, y Dj, ^ '^ " = ^ **Jr !^ " '^^ = ^, 1/ A : — ; - ^^ ***, sr Q^^ ^ A ^ ^ " 
- i^ . Da . Oq., , 0^ A ' = : - *^ ■ 0^ . «I, y ^s A : ^ : 

Così la (ajf prende la forma 

af, ^ t q : ^ e q . jc> ir . i/ > 2; . - ^1, A : Dj^, . ' -s? > z 

che sì legge * So r, ^ sono numeri reali^ ed esiste un 
numero reale y tale che x'> tj e y^^, allora, avremo 
che x^ z ^. 
Abbiamo, p* e., dimostrato nel § 12, Gap, 11 (pa^g. 5'^^), che 

(P) j-, £/ € N : : r € N . ary =^ D (^, yj X m (a?, jr) ^ r . - =f A 
(t) ar, y, r è N . a?y = D (a?, ^}x m (r, ir) X ^ ; D ^ r ^ 1. 
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Dalla (t) si deduce facilmente la prop. 

(T)' a?, y, r e N . a;i/ = D (a?, y) X m (a?, y) X r : : 

icy = D (ar, y) X m (x, y) 

Facendo per questa uso della (1) si ha 

(t)" a?, y € N : r € N . a?, y = D (a;, y) X m (a?, y) X r -=r .*. 3.'. 
art/ = D (a;, f/) X m (a?, ?/) 

Moltiplicando i due membri della (P) per a;, y€N e 
prendendo la prop. così ottenuta e la (t)" come premesse 
di un sillogismo si ha come conseguenza, 

(b) a?, y € N . , a?y = D (a;, y) X m (a;, y) 

Così là prop. (ò) è stata dimostrata facendo uso com- 
pletamente delle regole del simbolismo logico, cosa che 
non abbiamo fatta nel § 12, non avendo voluto far uso di 
regole sugli indici, che non potevano essere perfettamente 
intese in quel punto. 



In seguito alla P54 del § 12, Gap. II possono porsi le 
prop. 

(b). a . . - a = A 

[P48, 52:o:a-aoA.PIl:0:rt.O.-aDA. 
T52:0:(b)] 
(e). - a = A . . a 

[P 5 .-. .-. - A 3 a . - A : 3 : a . P 51, V .-. .-. 
-aDA.O.a.P52.-.0.'.(€)] 

55, a,^.'a-=^is, [(b) . (e) . Q . P 55] 



I 
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56. a . = . a - = A 

[("J')p55:0:-a. = .a = A.PV:3:P56] 

56i. a- = A=.-a = A 

[P55,56,III.o.P56,] 

Queste prop. non le abbiamo poste prima di parlare 
esplicitamente degli indici per non dar luogo ad equivoci. 

Ponendo al posto di a una prop. condizionale a«, le 
P55, 56, 56i divengono 

1. «x . =jf . - a« = A 

2. a« . =« . a» - = A 

3. a* - = A • ==« . - flfx = A 

La PI, p. e., esprime che la prop. condizionale a» equi- 
vale qualunque sia x alla prop. condizionale - ax = A- 
Sarebbe errore porre al segno = di - ax = A l'iniliee ^, 
poiché allora si direbbe che " affermare a„ equivale ad 
affermare che non esistono a? i quali soddisfino alla con- 
dizione -a^. ,, il che è falso. 

Si osservi che il gruppo delle PI, 2, 3 rappresenta l'or- 
dinario modo di riduzione alVassurdo^ e la precedente 
osservazione indica chiaramente di quali precauzioni si 
debba far uso per adoperarlo. Del resto il metodo di ri- 
duzione all'assurdo può in ogni questione esser sostituito 
dai metodi di dimostrazione del Gap. II. 



Capitolo IV. 
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§ 1. — Indifidui di una classe. 

u € K . a, 6, e, d € u : .*. 

1. a = a \ 

2. a=^c,b^c:'j:a==b [ (Def) 

(a). a = ò.O.& = a 

[P2.-.o.*.&=ò.a=&:o:ò = a.Pl.Pn/.o.\(a)] 

4. a = &. = .& = a K*)-(a,ò)°-0 = ^^l 

5. a = 5.6 = c:o:a = c [P2.P4:0:P5] 

6. a==b ,c= d:0 :a = c .=.b = d 

7. ia = ii:€(a? = a) (Def) 

8. a;€ia = a?€(ia) (Defj 

9. x€.\a .== ,x = a 

10. a?-€ia. = .a;€-ia. = .a;- = a 

Se a, b sono individui di una classe u, esprimiamo che 
a ò epruale a 6 scrivendo, a = b. Se la classe w che con- 
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siderìamo non può esser definita ricorrendo ad altre classi 
note, allora definiamo la relazione espressa dal segno = 
mediante le proprietà espresse dalle Pl-8. La PI esprime 
che " ogni cosa h eguale a se stessa ,, la P2 che " So 
due cose sono eguali ad ima stessa cosa, allora la prima 
è eguale alla seconda „ la P3 che ** Se una cosa .r può 
esser detta eguale ad un individuo a di m, allora sa è 
un M ,. 

Quando definiamo p. e. la classe N non ricorrendo ad 
altre classi note (Vedi § 6), ammettiamo che per l'egxia- 
glianza sieno soddisfatte le proprietà espresse dalle FÌS. 
Definendo ogni razionale come funzione m/n di una coppia 
{m, n) di numeri interi, allora possiamo chiamare e^ali 
i razionali m/n^ tn/n, quando mn=nm. Per Tef^ua- 
glianza così definita sono vere le Pl-3 (§ 7). 

Le proprietà del segno == espresse dalle PI, 4, 5 pren- 
dono, rispettivamente, i nomi, riflessiva, simmetrica ^ tran- 
sitiva. La P5 esprime che il principio della sostituzione h 
vero per Teguaglianza definita dalle Pl-3. 



Il segno i, iniziale della parola Tao^, può leggersi ìbos. 
Se a è un indivìduo di u, con \a indichiamo (P7) la (^las-se 
degli X che sono eguali ad a. Quindi (P8, 9) a?€i» indica 
la medesima cosa del segno x = a. Il segno = resta cosi 
decomposto nei due segni €, i. 

Se u, V sono classi e la classe unv contiene il solo indi- 
viduo a, scriviamo wr «= la e non uv = a, poichfe sotto 
questa forma si avrebbe, a?€(Mt?) = a?€a, e xea non ha 
ricevuto significato, non essendo a una classe. Così, p. e., 
scriveremo 

Z3 = ilui2ui3 _ 
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e non Zs = 1 <-» 2 u 3. Per le classi r, q, (pag. 78), possiamo 
scrivere più semplicemente 

r = Rw — RwiO 
q = Qu— QuiO 

cioè, p. es. ** q è la classe degli individui che sono, o numeri 
reali positivi, o numeri reali negativi, o sono eguali a 
zero „. 
Abbiamo p. es. 

Np = (l + N)na;€)(y,2f)€(j/,2>€N.y«=a?) = i(l,a;)ui(a?,l)j 

" Np è eguale alla classe dei numeri x tali, che le coppie 
di numeri tf, z il cui prodotto è x sono eguali ad (1, a?) o 
eguali ad (a?, 1) ,. 



§ 2. — Nnmero degli individai di una classe. 

Sia n un numero intero maggiore di 1, e Sn indichi la 
somma degli individui della classe Zn (cioè la somma dei 
primi n numeri). Volendo dimostrare che 

(1) Sn = n{n + l)/2 

possiamo procedere nel modo seguente: 

(a). Per w = 2 si ha daUa (1), 82 = 8, cioè Sa = l + 2. 
Dunque la (1) l vera quando «==2. 

(P). Supposto che la (1) sia vera per il numero n mag- 
giore di 1, abbiamo che S*+i = w(n + l)/2+{n + l) = 
(n-|"l)(w + 2)/2. Dunque^ la (1) ammessa vera per un nu- 
mero n maggiore di 1 l vera per il numero n-\-\. 
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Da (a) si ha che la (1) è vera per n = 2 ; da questa e 
da (P) si ha che è vera per n = 3; da questa e da ($) che 
e vera per n = 4 e così di seguito. 

Volendo dimostrare che la (1) è vera, p. ea.^ per 
n =3 25848 occorre fare 25841 deduzioni analoghe aJla 
precedente, e la (1) sarà così provata vera per tutti i nu- 
meri compresi fra 2 e 25848, gli estremi compresi; ma 
non potremo affermare ancora che essa è vera per i nu- 
meri maggiori di 25848, cioè non potremo affermare che 
la (1) h vera qualunque sia il numero intero n maggiore 
di 1. 

Si ammette che la (1) sia dimostrata vera dai ragiona- 
menti (a) e (P), e diciamo che, per la dimostrazione, si h 
fatto uso del principio dHnduzione completa, che possiamo 
enunciare in generale così: 

Se una proprietà è vera per un numero intero a, 
e questa proprietà ammessa vera per un numero b 
eguale o maggiore di a, si può dimostrare che è vera 
anche per b + i, allora avremo che la proprietà con- 
siderata è vera per tutti i numeri interi eguali o mag- 
giori di a. 



Per tradurre in simboli la prop. precedente^ osserviamo 
che ogni proprietà dei numeri h espressa da una classe di 
numeri. 

Per Tesempio precedente la classe da considereu'tì h 

(2) (1 + N) n i^ (Sx = a: (a? + 1)/2) 

" Numeri interi x maggiori di 1 i quali sono tali che 
ia somma dei primi x numeri interi, (Sx), è eguale atl 
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«(a?+l)/2 „. La prop, (1) resta dimostrata quando si 
provi che la classe (2) è eguale ad 1 -{- N. 
Infatti ponendo nella (1) THp, essa diviene 

a?€{l+N).D.Sx = a?(ir + l)/2 

alla quale può darsi la forma (pag. 71, P4) 

(l + N)D^(S«=2;(a: + l)/2) 

questa per la legge di semplificazione diviene 

14.N = (14-N) n ^(Sx = x{x + l)l2ì 

Indicheremo con K*N, K*R, K*q, , o anche semplice- 
mente con KN, KR, Kq, , le frasi " classe di numeri in- 
teri positivi „y * classe di razionali positivi ,, * classe di 
numeri reali , 

n principio d'induzione, in un caso particolare, è 
espresso in simboli dalla prop. 

(3) M€K'N.l€M.M + l0M:0:N0w 

** Se w è una classe di numeri, 1 è un individuo di w, e 
ogni individuo di u aumentato di 1 appartiene ad u, al- 
lora avremo che ogni numero intero è contenuto in u „. 
Essendo, per ipotesi, u una classe di numeri, si ha che 
ti 3 N ; moltiplicando allora la (3) membro a membro con 
la deduzione u € K*N . . m N , (P VI) , e riducendo nel- 
l'Hp, (PIX), si ha 

(4) f^ € K*N . 1 € w . M + 1 w : : N = M. 

Le prop. (3), (4) esprimono il principio d'induzione 
quando la proprietà che si considera è vera per il nu- 
mero 1. Quando, come per Fesempio portato prima, la 
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proprietà h vera per numeri maggiori di 1, h vera oìor 
a partire da un numero qualunque a, allora il priticipio 
d'induzione prende la forma: 

(5) a € N . w € K*(a+No) -aeu. u+1 w : : (a+NJ Q u 

" Se a è un numero intero, u e una classe di nuTneri n 
eguali o maggiori di a, a è un u, e il successivo «li qua- 
lunque numero di u appartiene ad m, allora aviN^jno che 
ogni numero eguale o maggiore di a è contenti l^o in u «. 
Posto nella (5), a= 1, soppressa nell'Hp la prop. vera 
1 € N, e osservando che 1 -f- No = N, si ha la prop. (3), 
Vedremo dalla teorìa dei numeri interi che la prop, ge- 
nerale (5) h conseguenza della prop. (3). 



Osserviamo che non bisogna confondere il principio 
d'induzione matematica col principio dHnduzione dei lo- 
gici. Questo è espresso dalla formula a o e . /? ^ f : ^= : 
a^h^Cy (PVII), ed è adoperato, sotto una forma un po' 
diversa, che potrebbe chiamarsi di induzione ineompUta, 
nelle scienze sperimentali. Verificato, p. es., che i corpi 
che sono stati sottoposti ad esperienza godono della pro- 
prietà di essere porosi^ concludiamo, per indite touf, che, 
tutti i corpi sono porosi j comprendendo nei iitffi tinche 
i corpi che non sono stati sottoposti ad esperien^ii, 

n principio d'induzione matematica ha quindi niente 
a che fare col principio d'induzione dei logici (rom posi- 
zione per somma) e potrebbe, più propriamente, e^ser 
chiamato principio di deduzione completa, poiché con esso 
si ammette vera una proprietà che sembrerebbe tale solo 
dopo un numero infinito di deduzioni. 
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Del principio d'induzione matematica, o principio di 
deduzione completa, abbiamo fatto uso, ammettendo, p. es., 
la regola Pólisillogismo (PI) con un numero finito qua- 
lunque di premesse. Ne abbiamo fatto uso per definire i 
segni abc, abcdy àbcde, ,.*., 



M, t? € K . m € N : .*. 

1. numu = 0. = .a = A \ 

2. num u = w .*. = /. M - = A : i»? € M . 0, . I 

num (m n - i a;) = w — 1 > (Def) 

3. num M =00 .*. = .*.»€ Nq. num w= >t:=n*Ai 

4. num M € N .*.==.*. n € N . num t* == n : - =^ : A 

5. numM€(NuiOu lOO) 

[(a).Hp.P2,4 . u - =»A •'• n € N.numu = n i - =, : 

A I : D • rnuraMcN 
(W.Hp . P3,4 . w - = A .*. n € N . numw = n : =^ : 

A : :D : :numw€iOO 
(T).Hp.(a).(P).PVni,X:3:w- = A.O. 

num w € (N w 1 00) 
(b) . Hp . PI : : u = A . D . num u € i o 

Hp.(T).(&).PVm,X:0:P5] 

num Uf num t? e Nq : .*. 

6. wt? = A . 3 . num (w u ») = numi* + num v 

7. Mt?-n=A.O. . . . < 
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Scriviamo il segno numu in luogo della £rase numero 
degli individui della classe u. Conveniamo di dire che 
(PI), il numero degli u è zero quando la classe u è 
nulla. Diciamo (P2) che il numero degli u è eguale al 
numero intero w, quando u contiene individui (m- = A) 
ed essendo x un individuo qualunque di u, il numero degli 
u che non sono eguali ad a? è eguale ad m — 1. Diciamo 
(P3) che il numero degli u h infinito quando non esisti 
un numero intero o nullo n tale che num m = n. Diciamo 
(P4) che il numero degli u é un numero (non nullo), o è 
imito, quando esiste almeno un individuo n di N tale 
che numM="w. 

La P2 ci da il concetto di numero finito degli indi- 
vidui di una classe, o di classe finita, per mezzo del prin- 
cipio di deduzione completa. Dal significato di num m = 
deduciamo quello di num u = 1 , da questo quello di 
numM = 2, e così via. 



Ponendo nella P2, 1 al posto di m, abbiamo 

(1) num M = 1 .*. = .*. M- = A : 
a; € w . Oa» . num (un - i ar) = 

Ora dalla PI abbiamo che la prop. num (m n - i a?) = 
equivale alla prop. m n - la; = a ; ovvero alla prop. u la?. 
La (1) diviene 

(2) num u = 1 .*. = .'. w - = A : ^ € u . 0;c . M la? 
Moltiplicando il secondo membro della (2) per la prop. 
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vera a- e w . o^ . la: O w, (PIV), e componendo, (P VII), la (2) 
diviene 

(3) num u = 1 .*. = /. M - = A : a? € M . Oa, . « = la? 

" Dire che il numero degli u è eguale ad 1, equivale a 
dire che la classe u contiene individui, e che qualunque 
sia rindiyiduo a? di m, la classe u è eguale alla classe 
degli eguali ad a; ,. 

Dunque il numero degli u come è stato definito com- 
prende solo gli individui distinti della classe. Così, p. es., 
il numero degli individui della classe i cui individui sono 
1, 1, 1, 2, 1, 3, 3, 1 è tre e non otto. 



§ 3. — Le funzioni. 



Ponendo i segni, p. es., sen, log, dinanzi ad un deter- 
minato numero reale, si ottiene un numero reale pari- 
menti determinato ed unico. E noto che diciamo essere 
i numeri sena. Ioga, i valori che prendono le funzioni 
sena?. Ioga?, quando si pone a? eguale ad a. 

I segni ora indicati sono tali che messi dinanzi ad nn 
numero reale producono un numero reale. 

In generale se a, h sono claòsi, scriveremo & fa al posto 
di, segno che posto dinanzi ad un a produce un b. 

Abbiamo p. es. che sen €(1 h ( — 1) f q) e leggiamo * il 
segno sen h uno dei segni che posto dinanzi ad un nu- 
mero reale produce uno dei numeri reali compresi nel- 
l'intervallo da 1 a — 1 gli estremi inclusi ; log € (q f Q) e 
leggiamo ** il segno log e uno dei segni che posto di- 
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nanzi ad un numero reale positivo e diverso da zero, pro- 
duce un numero reale ,. 

Se M è una classe sappiamo che con num u veniamo 
sempre ad indicare o un numero finito o nullo o infinito; 
abbiamo quindi che, num €((N uiOuicX))f K), cioè * il 
segno num ò uno dei segni che posto dinanzi ad una classe 
produce un individuo della classe NuiOuiOO„. 

Se M è una classe, sappiamo che x^u h una prop.: 
dunque (a;€) €(Pf K) cioè " a?€ è uno dei segni che posto 
dinanzi ad una classe produce una prop. „. 

Analogamente 2c€ è un segno che posto dinanzi ad una 
prop. (contenente la lettera x) produce una classe. 

Se tt é una classe, abbiamo convenuto che E*u indichi 
una classe di u, quindi E' è un segno che posto dinanzi 
ad una classe produce una classe. 



Come si fa in analisi, si può dire che ognuno dei segni 
che posto dinanzi ad un a produce un b, {b f a), è un segno 
di fanzlone che fa corrispondere ad ogni a un b, o, è 
una eorrispondenza degli a nei b. 

Stabilite, come faremo tra poco, le proprietà dei segni 
òf a, avremo individuato il concetto di corrispondenza. 



Qualche volta il segno di funzione si pone dopo la va- 
riabile x\ così p. es., con x\ indichiamo il fattoriale di a?. 

Se a, b sono classi, con bla potremo indicare " segno 
che posto dopo un a produce un 6 „ e si ha, p. e., che 

I €(NjN). 



108 Capitolo IV 



Altri segni, pure adoperati in matematica, come i segni 
di esponente, non appartengono alle due classi ora con- 
siderate. 



a, 6 e K . : 

1. f^bta:: = ::x^a.'jg..fx€b,'. 

x,y^a,x = y:Ox,y'f^ = fy 

2. febta.O-f(^= V^i^^a .fx = y : '=x:A) ) (I>ef) 

3. f€(bfa)8ìm:: = ::febfa:,x,yea,x- = y\ 

La PI si legge " Dire che f ò \m segno che posto di- 
nanzi ad un a produce un 6, equivale a dire che : qua- • 
lunque sia Vx appartenente ad a, fx appartiene a ò; e che 
qualunque sieno gli individui x, y eguali di a, allora sono 
eguali gli individui corrispondenti fx ^ fy ^, 

Abbiano , p. e. , tang € [q f (q n - (2 n + 1) W2)] , mentre 
tang non è q^q, poiché tango? è infinita e indetermi- 
nata quando x è uno dei numeri (2 n + 1) Tr/2. 

Ammettiamo con la seconda parte della PI che una cor- 
rispondenza degli a nei b sia sempre tale che ad individui 
eguali di a corrispondano individui eguali di ò. A questa 

condizione soddisfano, p. es., le funzioni log, sen, tang, , 

num, ree, ree, 

La P2 si legge " Se f è un segno di corrispondenza 
degli a nei 6, allora con fa indicheremo la classe degli 
individui y tali che si può sempre trovare almeno un in- 
dividuo a? di a per il quale si ha che fx==y ^, In altri 






termini con /"a indichiamo il complesso, (classe), dei valori 
che prende fx quando x prende tutti -i valori di a. 

Così, p. es., con sen q indichiamo il complesso dei va- 
lori che prende la funzione sen x quando al posto di a? po- 
niamo tutti gli individui di q; abbiamo sen q = 1 h(_ l). 
Analogamente logQ = q; tang(qn - (2n + l)W2) = q. 

Della convenzione espressa dalla P2 si è già fatto uso 
quando si è indicato con Na? la classe dei multipli di a?, 
con 2N — 1 la classe dei numeri dispari, con N*-j- N* la 
classe delle somme dei quadrati ecc.... (vedi pag. 74). 



Il complesso di segni f€{bta) Sim si legge " /" è una 
corrispondenza simile degli a nei b\. 

Con la P3 esprimiamo ** Dire che f % una corrispon- 
denza gfimile degli a nei b equivale a dire che, f e una cor- 
rispondenza degli a nei 6, e che qualunque sieno gli indi- 
vidui a?,y non eguali di a, anche fx e fy sono non eguali „. 

Così, p. es., sen non è una corrispondenza simile dei q 
nei q, poiché, p. e., la funzione seno di uno qualunque dei 
numeri della classe { 2 nir + ir/6 j u j (2 n — 1) ir — Tr/6 j è 
eguale ad 1/2. 

Il seno è invece una comspondenza simile tra i numeri 
della classe OHir/2 e i numeri della classe Q o OHI; cioè 
si ha sen € [Q f H ir/2] Sim, e, sen € [(0 h l) f (0 h it/2)] Sim. 
Si ha pure che, log € (q f Q) Sim. 

La corrispondenza che si stabilisce tra i lati e gli an- 
goli di due poligoni simili h una corrispondenza Simile. 

lia PI definisce la corrispondenza qualunque; la P2 
definisce il segno fa ; e la P3 definisce la corrispondenza 
Simile. 
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Il segno di funzione ora introdotto permette di espri- 
mere in simboli molte frasi delle quali si fa spesso uso in 
matematica. 

Occorre, p. e., in analisi definire la funzione reale e 
monodroma di una variabile reale. Se con fx, o, come si 
fa ordinariamente, con f(x)j si indica la funzione reale e 
monodroma della variabile reale x che si considera, ab- 
biamo che le proprietà che devono verificarsi per il segno 
fx sono le seguenti: 1* Per ogni numero reale a, fa deve 
rappresentare un numero reale, cioè , aeq.o^./'aeq; 
2* Se a, h sono numeri reali eguali anche fa é eguale 
ad fhy cioè, a, 6 e q . a == 6 : o^, ^ : /" a = /"&. Confrontando 
queste prop. con la PI di questo §, deduciamo che il 
segno f h un qf q, cioè una corrispondenza tra numeri 
reali e numeri reali. Dunque in luogo di funzione reaUe 
di una variabile reale, si può scrivere q f q. 

Analogamente, se a, b sono numeri reali e la funzione 
reale e monodroma f è definita nell'intervallo a^b, 
(p. e., gli estremi compresi), abbiamo che in luogo di 
funzione reale definita nelV intervallo a h 6, si può scrivere 
qfaHft. 

Ordinariamente diciamo che n numeri (in generale n 
cose), sono ordinati, quando possiamo dire quale di essi 
è il primOy quale il secondo, ecc.: cioè quando è stata 
stabilita una corrispondenza tra gli n numeri e i numeri 
1, 2,,,,n. Gii n numeri così ordinati diciamo che for- 
mano una successione, poiché anche nel linguaggio co- 
mune si dice che il secando segae il primo, il terzo segrHe 
il secondo, ecc.. 

Essendo dunque n un numero intero, con qf Z» indichiamo 
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la classe delle ** corrispondenze tra i numeri 1, 2, ... nei 
numeri reali „ , indichiamo cioè tutte le successioni di n 
numeri reali. Se ^eqf Zn, f rappresenta una determinata 
successione di numeri reali, ì cui individui fi, f 2, ... fn, 
sono disposti in un determinato ordine^ e non deve con- 
fondersi tale successione ordinata con la classe fZn, (P2), 
contenente gli individui f 1, f 2, ... f w, indipendente dall'or- 
dine nel quale si considerano i suoi individui. 

Se f€qfZ„, scriveremo anche A, /a,... fn in luogo di 
fi, f 2.... fn, ritornando così all'ordinaria notazione della 
quale si fa uso in matematica per indicare n numeri 
«1» ««»••• «ni disposti in un determinato ordine. 

Analogamente con q f N indichiamo successione di infi- 
niti numeri reali, cioè serie di numeri reali; con QfN 
serie di numeri reali positivi, ecc.. 

Volendo, p. e., indicare * successione di n numeri di- 
stinti „, cioè, due qualunque dei quali non sono eguali, 
scriveremo (qf Z») Sim, poiché per la corrispondenza Sim, 
ad individui distinti di Z„, corrispondono individui di- 
stinti di q. 

Dalle cose precedenti risulta che la successione di n 
individui di una classe, e quindi il concetto d* ordine, 
viene definita per mezzo della classe Z» e del concetto 
di corrispondenza come è definito dalla PI. 



Possiamo, p. e., con i segni ora introdotti scrivere in 
simboli la prop. ** La somma di un numero finito di nu- 
meri reali è un numero reale ,. Abbiamo 

n€l+N.f6qfZ„:o:fl+f2 + ... + f..€q 
Analogamente per il prodotto. 
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* Sommando membro a membro un numero finito di 
eguaglianze tra numeri reali, si ottiene una nuova egua- 
glianza „. 

n€l+N.Ar€qfZ„:r€Z„.Dr./r = fr.-.o.-. 

che si legge " Se » è un numero maggiore di 1, f, f sono 
due successioni di n numeri reali, e qualunque sia l'in- 
dividuo r di Z„ si ha che fr = fr^ allora avremo che ... „. 
Il poUsillogismo, si scrive in simboli 

ne2 + ì^.f€?fZ,:r€Z„-.x.Or.frof{r+ì).\0.\ 

nofn 

che si legge * Se n è un numero maggiore di 2, ^ è una 
successione di » proposizioni, tale che una qualunque, 
la prima eccettuata, è conseguenza della precedente, al- 
lora avremo che ... „. 
Analogamente si ha 

«€2 + N./^€PfZ„::0:: 

nr)/'2/'3.../n: = :fl 0/^2. /-l 3/^3... fi o/n.-. 

/l u/"2u...uf(n-l)o/W : = :/•! o/W.f2o/n..../(n-l)ofn 

che corrispondono alle PVII. 

Nelle ultime tre prop. si potrebbe porre al posto di 
P, P o K (prop. aut classi). 

Per mezzo dei segni ora introdotti e del principio 
d'induzione matematica si può definire il prodotto logico, 
p. e., di un numero finito di classi o di prop., quando 
sia noto che cosa si intende per prodotto logico di due 
classi o prop.; si ha 

n. € 2 + N . /• € (P o K) f Z„ : : f 1 /•2 f 3 ... fft = 

{fìf2..,f{n'l))fn , (Def) 



Applicazioni 113 



Ponendo successivamente al posto di n i numeri, 3, 4 ... 
si ha che, abc significa (ab) e, abcd significa (ahc^d^ ... e 
così di seguito. 

Analogamente si definisce il prodotto o la somma di 
un numero finito di numeri reali. 



Chiamiamo in generale, permutazioni dei numeri 1, 2, 
3, ... n i gruppi di n numeri che si possono formare con i 
numeri 1, 2, 3,... w e tali che due di essi differiscano per 
l'ordine nel quale sono disposti gli individui del gruppo. 
Ognuno di tali gruppi è dunque una successione di n nu- 
meri distinti appartenenti al gruppo Zn. 

Allora se n è un numero intero con, (Z„f ZJ Sim, indi- 
chiamo la classe delle permutazioni dei numeri 1, 2, ... n. 
È necessaria la indicazione Sim, poiché con Z» f Zn indi- 
chiamo una successione di n dei numeri interi apparte- 
nenti alla classe Z^ e quindi Zn ^ Zn rappresenta la classe 
delle permutazioni con ripetizioni o complete dei numeri 
1, 2,... w. Così, p. e., se f€Z^tZ^ si può avere fl = l, 
^2 = 3,^3 = 1,^4 = 1. 

Sia f una successione di n numeri reali e g una per- 
mutazione dei primi n numeri, (^ € q f Z» ; ^ £ (Zn ^ Zn) Sim), 
allora figl) , f{g2) ... fign) rappresenta una permutazione 
qualunque degli individui della successione f. 

Ciò permette di tradurre in simboli la proprietà com- 
mutativa, in generale, p. e., del prodotto logico: Si ha 

nel-f N./^€(PoK)fZn.^€(ZnfZ„)Sim:0: 
flf2fB.„fn=^figl)f{g2)f{gS)"'f(ffn). 
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Le seguenti prop. esprimono proprietà delle corrispon- 
denze definite con le PI-4. Lasciamo al lettore la cura 
di dimostrarle. 




a, è, e, (?, 5 € K . w, « € N 
4. f€6fa.cDa:0:/'66fc 

5. :D:fcDfa 

6 0.rA = A 

7 bOc:0:f€cfa 

8. f€cfa,f€cfb:0''f^cf(a^b) 

9 :0:f(aub)'=^fa^fb 

10 :D:f(anè)D/an/7> 

11. f,g€bfa.\0'''f=9-="'^^<^*0x'f^ = gx (Def) 

12. f€bfa.g€cfb,x€a:0''W)x = g(f3p) (Def) 
13 lO'Sff^cfa 

14 h€dfc:0:h(gf)'=={hgìf=hgf 

15. /'€5fs.a:€s:D:^*a? = /ir (Def) 

16 :0:/""+*a;==/r'^a: (Def) 

17 O.f'^csfs 

18 Q,f"^f** = f^+n 

19. f,g^8f8.fg = gf:0:rg*' = gT 
20 OAfgr^f'^sr 

21. /'€afZn.0.num(/'ZJ^n 

22. f€(afZ„)Sim.o.num(/'Z«) = n 
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§ 4, — L'inrerBÌone, 

tz, fi e K . 3 r 
1. f€òf a.ye&:0:fy=:^«n ^E(/a? = jf) (Def) 

3, fé {6 f cf) Sim . t/ e fi : o : num^y e (i 1 u 1 0) 

4. f e(èf (i)Siin.ir€a.i/eÈ:0:fa?=t'. = ,it = /'y 

5, f € (fi f tf) sint /. = ,\ f e(& f tì() Sim ly^h^o^. 

num fif^l (Def) 

6. f € (fifa) Bim .jr€a.3/t&:|3:far = ^.^=,a;^/'^ 
7 D,7€(ff^Wsim 

8 Oifa=6Y^^** 

9. . . . , .D.fe(af&)Sim 

10. /*€(fifa)Sim.0,/"e(/afa)3Ìm 

11. numaeN:0:/'fc(ffffl)Sim, = .fe{nfa)8Ìm 

n segno f si legge^ f inversa du Stabiliamo con la PI, 
dì indicare con /"^ la classe degli individui a; di ci i giiaU 
sono tali che fx = if. Definendo la funzione seno conxe 
una corriapondenza tra i numeri reali (j e i numeri reaU 
dell'ìnteryallo l'^{ — 1), allora iaen^, [seno inverso di ^ — 
comunemente arco che ha per seno y), indica la classe 
dei numeri x tali che y ^ sen x. Se y è, come ai è sup- 
posto, un numero deirintervallo l^ (^1)^ allora la classe 
aeny non è nulla e il numero dei suoi individui è inti- 
nito. Se definiamo sen come un q f q e prendiamo y co- 
munque nella classe q, allora aen t^ può esser nulla se non 
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si considera la classe dei numeri immaginari. La classe 
tang^ non ò nulla qualunque sia il numero reale y. 

La P2 esprime che se f b una corrispondenza qualunque 
degli a nei b, x ò \m a e y ò nnbf allora dalla relazione 
fx=iy possiamo sempre passare alla relazione xefy e 
viceversa. Così, p. e., dalla relazione sen ir/6 = 1/2 pas- 
siamo alla relazione ir/6 € sen 1/2 (ir/6 è uno degli archi 
che hanno per seno 1/2) e non si può scrivere ir/6 = 
sen 1/2, poiché si ha, come è noto, 

senl/2 = |2mr+Tr/6(u)(2n — l)Tr — ir/6j. 

La P3 esprime che se ^ è una corrispondenza simile 
degli a nei ò e y é un 2>, allora il numero degli individui 
della classe f y o ò eguale ad 1 o è eguale a zero : il 
che equivale a dire (§ 2) che o tutti gli individui di f y 
sono eguali tra loro, b la classe fy è nulla. Se consideriamo 
la funzione tang come una corrispondenza simile tra le 
classi 0*" it/2, q, abbiamo che tang 1 = Tr/4 e tang ( — 1) 
= A. Se definiamo invece la funzione tang cóme una 
corrispondenza tra ( — ir/2)(ir/2) e q allora tangy, qua- 
lunque sia il numero reale y, non ò nulla e contiene un 
solo individuo. 

La P4 esprime che se / h una corrispondenza Simile 
degli a nei 6, a; è un a e y è un 6, allora si può passare 
dalla relazione /ir = y alla relazione x = fy e viceversa. 
Così per la funzione tang definita come sopra si passa da 
tang Tr/4 = 1 a Tr/4 = tang 1, Se x, y sono numeri reali e x 
e positivo dalla relazione log a; = y si passa alla relazione 
a: = log y e viceversa. Si confronti la P2 con la P4, 
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Con la P5 definiamo una nuova classe di corrispon- 
denze simili. Indichiamo queste col segno sim. Diciamo 
che f e una corrispondenza simile degli a nei 6, quando 
f ò una corrispondenza Simile degli a nei &, e 'qualunque 
sia IV appartenente a 6 la classe degli eguali &d fy con- 
tiene un solo individuo, o, il che equivale per le cose 
precedenti; non è nulla (P8). 

Cosi, p. e., mentre sen è una corrispondenza Simile 
tra 0Hir/2 e q, non fe una corrispondenza simile tra le 
medesime classi, poiché esistono degli ^ in q tali che la 
classe fy non contiene individui. La funzione log è una 
corrispondenza Simile e simile tra Q e q, poiché non 
esiste un q che non sia log di un Q e 4i uno solo. 

Non avrebbe, p. e., senso la notazione (q f Zn) sim ove 
n è un numero intero, mentre come è noto (qf Zn)Sim 
indica le successioni di n numeri reali diversi tra loro. 

La P6 esprime che anche per le corrispondenze simili 
si passa dalla relazione fx = y alla relazione x=sfy e 
viceversa. 

La P7 esprime che se f è ima corrispondenza simile 
degli a nei &, f è ima corrispondenza pure simile dei & 
negli a. 

Da questa proprietà risalta, p. e., che le ordinàrie cor- 
rispondenze tra i lati dei poligoni simili sono corrispon- 
denze simili; sono pure corrispondenze simili le ordi- 
narie proiettivìtà e le corrispondenze Cremoniane, quando 
dai punti dei due spazi si escludano i punti fonda- 
mentali. 
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La P9 esprime che ogni corrispondenza simile è Simile; 
la proprietà inversa non è vera; e ae f h una corrispon- 
denza Simile degli a nei è, allora, (PIO), f ò una corrispon- 
denza simile tra a e fa. 

La Pll esprime che se il numero degli a h finito al- 
lora si può al segno Sim sostituire il segno sim e vice- 
versa in ogni corrispondenza degli a in se stessi. 

Così, p. es., per indicare la classe delle permutazioni 
dei primi n numeri si può scrivere indifferentemente 
(Z„fZJSim (Z„fZ„)sim. 



Il segno x£ posto dinanzi ad una classe produce una 
pròp., e posto dinanzi a classi non eguali produce prop. 
non equivalenti. Dunque »€ ò un segno di corrispon- 
denza Simile tra E e P. Se a ò una classe e indichiamo 
con px la prop. a? e a , abbiamo x€a=Pa. e quindi per 
la P4 possiamo passare da questa relazione alla rela- 
zione a = a? € (psb) e viceversa. Il segno x € introdotto nel 
§ 3, Gap. ni, soddisfa dunque alle leggi del segno d'in- 
versione ora introdotto. 



Il segno num posto dinanzi ad una classe produce un 
individuo della classe N^iOviOO (§2, Pò), ma a classi 
non eguali possono corrispondere individui eguali di 

n segno num è dunque il segno di una corrispondenza 
tra K e N «j 1 u i oo, che non appartiene alle corri- 
spondente Simili o simili. Se dunque a è una classe e 



Applicazioni 119 



n € (N «-^ 1 *-» 1 00), dalla relazione numa = » si passa, (P2), 
alla relazione aEnmnn e viceversa. Se, dunque, ne. 
(NwtOvjiOO) il se^o Knnumn indica il complesao ddU 
clasai a tali che numa = n. In simboli 

n € (N w lO w 100) . . K n num n = K n a e (numa ^ n) 

Si ha, p. e., che NpcKnnumOO " Np è una classe che 
ha un numero infinito di individui „; ZgcK'Nnnum H, 
* Zi h una classe di numeri interi che ha otto indi- 
vidui „. 



Ordinariamente si dice che " Fare le combinazioni di 
m lettere ad n a n, significa formare tutti i gruppi possi- 
bili con n delle m lettere, per modo che un gruppo dii- 
ferisca da ogni altro per qualche lettera ,. 

Le m lettere possono esser considerate come individui 
di una classe s, I gruppi di lettere che possono formarsi 
sono classi formate con individui di s, cioè sono K**, Ogni 
individuo della classe E^s deve contenere n individui, cioè 
deve appartenere alla classe numn. Con (K5)nnum«, o 
anche, (Ks)numn (sopprimendo cioè il segno n)^ indi- 
chiamo dunque le combinazioni n ed n degli individui 
di «, poiché le classi che compongono (Ks)numn sono 
indipendenti dall'ordine nel quale si considerano i toro 
individui. 

Nelle disposizioni un gruppo differisce da ogni altro o 
per qualche lettera o per l'ordine delle lettere. Quindi 
ogni disposizione degli s, w ad n è una successione di n 
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individui (necessariamente distinti), e quindi le disposi- 
zioni ài 8y n Ad n h indicata da («f ZjSim (pag. 111). 

Analogamente con (ir f Z^i) indichiamo le permuttizioni 
degli m individui di 8, 

Cosi , p. e. , E* Zi8 r\ num 8 indica le combinazioni 8 ad 8 
dei primi 12 numeri interi: (Zisf Z|) Sim le disposizioni 
6 a 6 dei primi 15 numeri : Z30 f Zao le permutazioni dei 
primi 30 numeri interi. 

Abbiamo le note formule 

m, «€N.m>*»»«€Kn numm : 3 : 

s,Tj.v i m(m — 1) (m— n+1) m! 

num {Ks)numn{ = 7-7: =; ri — : 

I m ! 

num ) (s f Z J Sim ( = m (w — 1) (w — n + 1) = ; ~rj 

num ì (sf ZJ Sim ( = 1 . 2 . 3 m = m ! ' 



§ 5. — Le definizioni di prima e seconda specie. 



Un segno, un complesso di segni Xy si definisce, quando 
ad esso si attribuisce il medesimo significato di un com- 
plesso di segni già noto a. 

Se rp ed a non contengono lettere indeterminate, al- 
lora la definizione si presenta sotto la forma simbolica 

(1) a?=DefO 

ove il segno ==Def si legge * eguale per definizione „, o 
* identico ,. 
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In luogo della (1) si scrive anche 
(1)' x = a (Dei) 

sopprimendo T indice Def al segno = e ponendo l'indi- 
cazione Def a destra della relazione x = a. 

Se a; ed a contengono lettere indeterminate, allora la 
definizione si presenta sotto la forma simbolica 

2) /t.0.a:==a (Def) 

ove h contiene le lettere indeterminate di a? ed a e il 
segno (Def) si scrìve a destra della prop. che definisce 
il segno X, 

Nella (2) il nome del segno = varia col variare degli 
enti X ed a, secondo, cioè, che «, a sono o prop., o classi, 
individui di una classe. 

Sono della forma (1), p. e., le definizioni seguenti 

q=Q.u. — Q.u.iO 

Np = (l + N)n.[(l + N)x(l + N)] 

Sfera = Luogo dei punti equidistanti da un punto. 
Triangolo isoscele = triangolo che ha due lati eguali. 

Sono ancora della forma (2) le definizioni seguenti 

a, 6 € N : 3 : a è primo con 6 . = . D (a, 6) = 1 

m, n€N.w™w.5€Kr» numm : q : Combinazioni degli «, n 

ad « . = . (Ks) numn 

: 3 : Disposizioni degli s, n 

ad n. = .(»fZJSim 
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Essendo u una classe di numeri reali si voglia, p. ^., 
definire il massimo e il minimo della classe u. Le parole 
massimo e minimo hanno nel linguaggio comune un signi- 
ficato preciso, e dicendo, p. ^.. massimo degli u si intende 
il più grande degli u. In questo caso noi conserveremo 
alle parole, massimo, minimo, il significato che esse hanno 
nel linguaggio comune, e quindi più che definire tali 
parole, esprimeremo il loro significato per mezzo dei 
segni =, >, <, o anche, se vogliamo, definiremo il 
complesso di segni 

a = massimo degli u 

Scriveremo i segni max, min, al posto delle parole 
massimo, minimo. Avremo 

u € K*q : : 3 : : a = max w .*. == .'. a € w ; a? € m . 3^, . a? < a 

** Se M è una classe di numeri reali, allora; dire che a è 
eguale al massimo degli u equivale a dire che a è un u, 
e qualunque sia l'individuo x di u, x ò eguale o mi- 
nore di a „. 
Analogamente per il minimo 

u € K'q : : : : a = min u /. = .*. a € 1* : a; € m . 0^, . a? ^ o 
Abbiamo p. e. 

a = max N . = . A ; min N == 1 
a = max q , w . a = min q : = : A 
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Come definmane della forma (2), abbisimo ancora, p. e*, 

tt, È e N , , quot (a, b) = max (No n ar € (&r ^ a)) 
* , . . . reat (a, h) = a — quot (», &). 



Chiameremo di prima sp^e le definmoui deila forma 
{1\ e di *^d«da specie le definizioni della forma (2). Le 
definizioni di prima e seconda specie costituiscono il 
gruppo delle definizioni nominali, e non aono necessarie, 
poickè il segno x, che per mezzo di eaae ai de finisce , pnb 
essere espreaao per mezzo di un gruppo di segni avente 
già significato noto. Tali definizioni sono però utilissime f 
tutte le volte che ad un gruppo di segni complicati ao- 
stituiacxjno un unico aegno o un gruppo semplice di j^egni. 
Le definizioni di prima e seconda specie, si può quindi 
dire che in aoatanza servono ad abbreviare e le notazioni 
e le locuzioni. 

Se le due specie di definizioni ora considerate hanno 
a comune i precedenti caratteri, esse differiscono pero 
tra loro, e per la forma simbolica sotto la qtiale si espri- 
mono, e per altri caratteri che ora es amineremo p 

Si voglia, p. es-, definire il segno D (a^ h\ massimo di- 
visore di a, b. Scriviamo 

(1) fl, & e N . ^ D{a, ^) = max J N n <i/N n />/N ( (Def) 

che si legge * D (a, è), indica il massimo dei numeri interi 
che sono divisori di <i e di & „ , poiché, il segno, p, es,, 
fl/N indica in generale ditdsQre di a, (pag. 86)- Con tale 
definizione T diamo significato al segno D (a^ h), solo ciuand^f 
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a, b sono nùmeri interi, e non diamo, p. es., significato 
al segno D (3/4, 5/7). La limitazione posta nella (1), con 
r Hp, a, 2) € N, dipende dalla natura dello studio che in- 
tendiamo fare; noi vogliamo, p. e., trattare la sola teoria 
dei numeri interi e per il segno D, assumiamo la def. (1), 
riservandoci poi di estendere il segno D anche ai razio- 
nali quando vorremo studiare la teoria del massimo di- 
visore dei numeri razionali. 

Volendo, p. es., definire il segno — , o meglio il com- 
pleóso di segni e = a — 6, ove o, b, e sono numeri interi, 
quando sia già noto il significato del segno -j-, scriviamo 

(2) a, 6, ccNio :c = a — 6.==.c + & = a 

che si legge * Con c = a — b indichiamo che a è la somma 
di b con e ,. Risulterà poi dalle proprietà ammesse per 
i numeri interi, che a — b non può essere eguale ad un 
N quando o<&, 

o, 6eN.a^6:3:c€N.c = a — b, =e . Ai 

che a — & è un numero, quando a > & 

o, &€N.a>è.o.a^6€N 

e quindi giungeremo all'ordinaria definizione '^ La di£Pe- 
renza tra due numeri disuguali (a — 6, con a^è) è il 
numero che sommato col minore di essi dà per somma 
il maggiore „ , ma non mai alla seguente, più ordinaria 
forse di quella che precede, " La differenza tra due nu- 
meri è ciò che si ottiene togliendo il maggiore dal vai- 
nore „ , poiché il significato della parola togliere deve 
essere definito, e, quando, come si fa spesso, non si defi- 
nisce, l'apparente definizione è un circolo vizioso^ 
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Anche in questo caso potremo estendere ai numeri 
reali, (agli immaginari), il significato del segno a — b 
(esteso che sia già a questi il significato del segno +). 
Se, p. es., poniamo 

(3) a, 6, e € (q - N) : : e = a — 6 = tf + ft =?= a (Def) 

allora sommando membro a membro questa prop. con 
la (2), e semplificando con le note règole, si ha la. prop. 

(4) a, &, c€q:0:c = a — b = c-\-b = a 

che ò un teorema conseguenza delle definizioni (2) e id). 

Si osservi che nella Hp della (3) non si sarebbe potuto 
porre a, &€q, poiché Noq e quando a, òcN, il segno 
a — & ' ha già ricevuto un significato preciso. 

Data la def. (2) niente impedisce di prendere la (3) in 
modo che non ne risulti la (4), in modo cioè che il segno — 
non soddisfi per gli N e per i q alle medesime proprietà. 
Come, p. es., se si ponesse 

a, &, c€(q-N):0:c=^ — 6 = (; + 2è==£t 

cioè si indicasse con e = a — b che e sommato col doppio 
di ò dà per somma il numero a. 

Con cib però si contravverrebbe alla regola, tanto utile, 
della conservazione delle proprietà dei segni ^ o legg& for- 
male. 

In generale dunque la definizione della seconda apecie 

h .}j .x = a 

è relativa agli individui di una classe u. Essa pu5 poi 
es sere estesa agli individui della classe v che contiene n, 
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dandola prima per i v che non sono w, (v - m). È l'ipotesi 
h che stabilisce quanto vi è di relativo nella definizione 
della seconda specie. 



In certi casi la definizione della seconda specie non 
può darsi mediante un'unica proposizione. Ciò avviene, 
p. es., tutte le volte che per definire un segno dobbiamo 
far uso del principio di induzione. 

Vogliamo, p. es., definire il segno a** ove a ò un nu- 
mero reale, e w un numero intero. Scriviamo 

(1) aéq.w€N.o.a* = a 

(2) O-a^+i^a'^Xa 

Ponendo nella (2), m = 2 si ha a' = a*xa, e quindi 
per mezzo della (1) resta definito il segno a'. Ponendo 
nella (2), m = 3 si ha a^^^a^^a e il segno a' resta de- 
finito mediante il segno a* che ha già significato noto. 
Così continuando si ha per induzione il significato del 
segno a"* ove m è un numero intero qualunque. 

L'ordinaria definizione " La potenza m- esima, con m>' 1, 
di un numero reale positivo è il prodotto di m fattori 
eguali ad a „, è conseguenza della def. espressa dalle 
prop. (1), (2). In simboli diviene; 

(3) aeq.m€l + N.f€(iafZJ.[).a"» = nx/^2x...x/*m 

La (1) e la (3) possono essere assunte come definizione 
del segno a»», in tal modo si fa uso del concetto d'ordine. 
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conseguenza ài quello di tnduiHone e di numero intero, in 
kogo del nolo principio di indimene . 

Definita la potensca intera positiva, poidamo definire 
la potenza intera negativa, nel modo seguente r 

(41 ac(q-iO).m€ — N.3.««=l/a'"* 

e questa def. è ancora della seconda specie- 

Qtii la leffge formale f per il segno à^ e verificata per 
le prop. che aonOj p. es., conseguenze delle prop. (1), (2), 
Abbiamo, p, es, 

(5) tìt € q . w, ft e N , , «'" X a" = rt^ + " 
e dalla (4) 

(5)' a € (q - lO) . m, rt e — N . ^ ^'"^^^ <*" ^ «"^'' 

Sommando membro a membro le (5)^ (5)' e ricordi^ndo 
che 

If u— N = n-iO 

abbiamo 

(6) tie{q-i{}) . m, *i e (ri * 1 0) . n ■ 't"* ^ '*" = a"* + " 

In modo analogo si detiniece ìm somma di due numeri 
interi, quando ai ammetta abbia significato la fraflc suc- 
remwù di a, (vedi § ^), ove a e un numero intero. Po- 
niumo, scrivendo sue al posto di succeisslvo, 

(7) ff € N , 3 . « -f- 1 ^ 9UC a 

(8) ff,&€N.O^ft + t^ + l) = (« + ^>)+l 

Resta così, per induzione, indicato il significato^ p. es-, 
di «* + 5; poicbtì « + 5 è il successivo di « + 4^ questo 
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il successivo di a +3, questo il successivo di a + 2, 
questo il successivo di a -j- 1 , questo il successivo di a. 
Col procedimento inverso troviamo a -f" 5, dato che sia a 
e scritta la serie naturale dei numeri interi. 

Si può osservare che la prop. (8) presa da sola, non ha . 
la forma assegnata alle definizioni di seconda specie, 
poiché il segno a-\-b che si tratta di definire comparisce 
nel secondo membro dell'equivalenza della Ts. Tale se- 
condo membro ha però sempre, in virtti della (7), un si- 
gnificato preciso quando a 6 si danno, succeasivamente, i 
valori 1, 2, 8,... La medesima osservazione vale per la 
(5). Le. definizioni date dalle coppie di prop. (4), (5) e 
(7), (8) sono della seconda specie quando si tenga conto 
del principio di induzione. 

Abbiamo, p. es., dalle prop. (7), (8) ; 





oeN.O- 


(0). 


a + 1 = sue a 


(3). 


a + 2 = (o + l) + l 


(T). 


a-t-3 = (o + 2) + l 


(6). 


o + 4 = (a + 3) + l 



ciascuna delle def. (ex), (P), (t), (b),... è della seconda specie; 
la (a) in modo assoluto; la ($) dipendentemente da (a); 
la (y) da (8), e così di seguito. Esse definiscono succes- 
sivamente i segni a+lj «~l"2, a-{'Zf a + 4,... e uno 
qualunque di questi, a + 1 eccettuato, è definito mediante 
il precedente e il primo. 

Si potrebbe di tali definizioni, che frequentemente si 
usano in matematica, formare un gruppo a parte e chia- 
marlo, gruppo delle definizioni induttive di seconda specie. 
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§ 6. — Definizioni di terza specie. 



Non tutte le definizioni possono esser ridotte ad una 
delle forme considerate nel § precedente. Ciò avviene 
tutte le volte che le idee indicate dal segno x non pos- 
sono esser espresse mediante altre idee più semplici, cioè, 
tutte le volte che il concetto indicato dal segno a; è un 
concetto primitivo. 

Non abbiamo, p. e., definiti i segni 0, ^ , - per le prop., 
come non si è definita la proposizione; in matematica, 
p. e. non si definisce il numero intero, il punto, la retta, 
il moto 

Degli enti non definiti x che si introducono in una 
scienza si ammettono come primitive certe proprietà 
dalle quali possono dedursi logicamente le altre. Si può 
dire così che il segno rp si è definito in se stesso , mentre 
con le forme considerate nel § precedente è definito fuori 
di se stesso. 

Chiameremo definizione di terza specie, ogni definizione 
di un ente in se stesso. 

Logicamente, tale forma di definizione dovrebbe essere 
esposta per la prima, non avendosi esempi di enti x che 
si possano definire mediante definizioni di prima o se- 
conda specie, senza che, con definizioni di terza specie, 
si sieno ottenuti altri enti. L'ordine da noi scelto ò giu- 
stificato dal fatto che la forma espositiva ò più semplice 
per le definizioni di 1* e 2* specie che per quelle di 
terza. 
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Abbiamo già accennato che la definizione di un ente x 
in se stesso, si dà assegnando all'ente x un sistema a di 
proprietà dalle quali ttUte le altre proprietà dell'ente x 
possano logicamente esser dedotte. Se il sistema di pro- 
prietà a si vuole scegliere in modo che ognuna delle 
proprietà del sistema sia la più semplice possibile, allora 
è evidente che occorre un'analisi accurata del complesso 
delle proprietà dell' ente a?, e delle mutue dipendenze 
logiche di tali proprietà. Dopo una simile analisi, accu- 
rata, minuziosa, e faticosa a farsi, può essere fissato il 
sistema a, e, la teoria dell'ente x può essere svolta par- 
tendo dalle proprietà del sistèma a, e certo sotto una 
forma facile e scientificamente rigorosa. È evidente quale 
sia così l'importanza della definizione di terza specie 
anche nel campo elementare e didattico. Eppure, sebbene 
la definizione di un ente in se stesso sia da molto tempo 
nota e adoperata dai matematici, essa è quasi afiOatto igno- 
rata nel campo elementare, come ce ne fanno fede anche 
i più recenti trattati, ove si ripetono costantemente quei 
non sensi ai quali si dà il nome di, definizione di gran- 
dezzUf di numero intero^ di numero irrazionale,,. 

Può il lettore nei volumi della " Rivista di materna 
tica „ , leggere quanto ò stato scritto contro i volgari 
non sensi contenuti in gran parte dei libri di matema- 
tica elementare. Noi ci limiteremo ad analizzare ciò che 
riguarda la teoria dei numeri interi, con lo scopo di 
giungere alla definizione dell'ente N in se stesso, e dare 
un esempio dell'analisi che occorre fare, per definire un 
ente con una definizione di 3* specie. 
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Dei termini che si usano in aritmetica, partt^ appar- 
tengono al linguaggio comune con un significato identico 
a quello che hanno, o almeno dovrebbero avere, in arit- 
tmetica; parte invece non appartengono al linguaggio 
comune, o almeno hanno in questo un significalo diverso 
da quello che loro si attribuisce in aritmetica. Questi 
ultimi termini, la maggior parte dei quali sono usati 
nelFaritmetica superiore, sono definiti regolarmente, me- 
diante definizioni di 1* o 2* specie, facendo uso dei primi 
termini, come, per es., congruente modulo... j residui qua- 
dratici... 

Possiamo dunque ridurre l'analisi dei termini, ai primis 
cioè a quelli propri delle più elementari proprietà dei 
numeri interi. 

Alcuni di questi termini come, numero printo^ Ttmasintò 
divisore, minimo multiplo, primo con..., sono definiti, per 
mezzo di definizione di 1* o 2* specie, mediante altri 
termini introdotti prima. Qualche osservazione che po- 
trebbe farsi alla forma logica di talune di queste defi- 
nizioni non trova qui il suo posto. 

Fra gli altri termini ve ne sono di perfettaiTK.ute sino- 
nimi, come sommare j addizionare, aggiungere; togliere j 
sottrarre...; ed e chiaro che basta ne sia definito uno 
perchè risultino definiti gli altri, che possono natural- 
mente essere soppressi, per quanto la varietà dal lìii- 
gnag'gio possa consigliare di lasciarli. 

Altri sono forme grammaticali diverse di una Btesaa 
parola, come sommu e sommare. Altri sono inutili come 
termini j fattori, moltiplicando, moltiplicatore, diindmidc 
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divisóre^ minuendo,.., potendosi sempre dare alla frase 
una forma tale da escludere quei termini. Così, p. es., 
in luogo di dire " Moltiplicando dividendo e divisore per 
uno stesso numero, il quoto non muta e il resto rimane 
moltiplicato per quel numero „ , si può dire " Moltipli- 
cando due numeri per uno stesso numero, il loro quoto 
non muta e il resto... „. — Se per amore di varietà nel 
linguaggio tali termini si vogliono lasciare, niente impe- 
disce di farlo, purché si riesca a definirli (pag. 148). 

Noi, che non dobbiamo occuparci della varietà del lin- 
guaggio, trascuriamo i termini sinonimi e consideriamo 
solo, p. es., i seguenti: egimle, somma, maggiore, minore^ 
differenza, prodotto. 

Ammesso noto il significato dei termini eguale, somma, 
e quindi del segno + che^ in certo modo, corrisponde 
a somma, possiamo definire, con def. di 2* specie, i ter- 
mini, maggiore, minore, e quindi i segni >, <. 

a, 6€N:o:a>&. = .a€6 + N 
. . . :o:a<6. = .&>a 

^ Dire che il numero a è maggiore del numero h equi- 
vale a dire che a è la somma di h con un numero „, o, 
sotto una forma più simile a quella del linguaggio co- 
mune ** Diciamo che il numero a è n^aggiore del numero 
h, quando a è la somma di h con un numero „. In modo 
analogo si legge la definizione del segno <, o meglio 
della relazione a<ib, con la quale diciamo che * Dire 
che a h minore dì b è lo stesso che dire, b h maggiore 
di a „. 

Sempre per mezzo dèi termini eguale, somma, definiamo 
il termine differenza, dicendo ** Un numero si dice difiEe- 
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renza di altri due disuguali , quando sommato col minore 
di essi dà per somma il maggiore „ ; quando . la frase 
disuguali, significhi, uno maggiore delV altro, e non, non 
eguali, il che implica, come vedremo (pag. 139), altre pro- 
prietà dei numeri. In simiboli si può porre 

a, b, c€N.6>c:0:a = & — c. = .a + c = 6 

L'ordinaria definizione di differenza " Differenza di due 
numeri non eguali è ciò che si ottiene togliendo dal 
maggiore il minore „, non ha senso, se non ò definito il 
significato della parola togliere, e ciò nei trattati ordì-, 
nari non si fa. 

Una delle definizioni, qualche volta usata di prodotto 
e la seguente : ** Prodotto di a per 6, a x 6, è la somma 
di b numeri eguali ad a „. Quando sia noto ciò che 
significa, somma di b numeri eguali ad a, tale definizione 
è esatta. Essa in simboli diviene 

a€N.6€l+N./^€(iafZ6):0:ax6 = n+/'2+.../'6 

e questa, che ò la sua forma simbolica attualmente più 
semplice, lascia alquanto a desiderare per semplicità di- 
dattica, essendo troppi i concetti che concorrono a for- 
marla. 

L'altra definizione, molto usata ** Il prodotto è formato 
col moltiplicando come il moltiplicatore è formato con 
Tunità „ , può soddisfare un metafisico ; ma per un ma- 
tematico, meglio per uno che ami capire ciò che dice, 
e un non senso. Inutile il dire che non si può tradurre 
in simboli, avendo i simboli un significato preciso. 

Dei due termini, eguale, somma, dei quali ci siamo serviti 
per definire gli altri termini, non occupiamoci, per ora. 
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del termine eguale, che occorrerà definire in se stesso 
(vedi pag. 98, PI, 2, 3, e pag. 147, 148); e fissiamo la 
nostra attenzione sul termine somma, 

A qualunque individuo un po' adulto, sono familiari 
certe proprietà della somma. Le seguenti: 1° Dati due 
numeri qualunque, se ne può sempre trovare la somma 
e questa somma h un numero; 2® Se a numeri eguali si 
aggiunge uno stesso numero si ottengono numeri eguali; 
3" Sommando un primo numero con un secondo, si ottiene 
il medesimo numero che sommando il secondo col primo; 
4** Sommando un primo numero con un secondo e la 
somma ottenuta con un terzo, si ottiene la medesima 
somma che sommando il primo con la somma del se- 
condo col terzo. 

Se per le def. dei precedenti termini si aveva una certa 
arbitrarietà riguardo al significato da attribuire loro, piil 
o meno corrispondente a quello del linguaggio comune, 
per il termine somma tale arbitrarietà piìi non esiste, 
avendo esso, e il termine N, un significato a tutti noto. 
Quindi, per noi, definire i termini somma e N significa, 
determinare le proprietà più semplici ad essi inerenti, 
e che a tutti sono note. 

È stato dimostrato, e ciò da molto tempo, che le 
quattro proprietà sopra indicate sono conseguenze (am- 
messo però il principio di induzione matematica) delle 
medesime proprietà nelle quali al 2® numero, nelle 
proprietà 1% 2*, 3*, e al 3® nella 4* si sostituisca il nu- 
mero uno. 

Le proprietà fondamentali dei numeri interi si possono 
dunque ottenere quando si sia dato un significato alla 
frase " sommare un numero con uno „, e in, pari tempo 
si sia ammesso essere 1 un numero. 
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Sommando 1 con 1 si ottiene il 2; sommando il due 
con ri si ottiene il 3. E così seguitando si ha la suc- 
cessione 1, 2, 8, 4,... Tale successione è nota al bambino 
che non conosce la parola sommare, ed è imparando a 
parlare che il bambino apprende a poco per volta essere 
due il successiro di mw, tre il successiro di due, e così 
di seguito, in altri termini impara a dire che il due 
Yiea dopo l'uno, il tre Tien dopo il due, ecc. 

Il termine, siiccessivo, sinonimo di, che vien dopo, si può 
sostituire al termine somma, nel caso di sommare con uno. 
Scrivendo sue al posto di successivo, i numeri che indi- 
chiamo con i segni 1, 2, 3, 4,... possono esser indicati 
con i segni 

1; sue 1; sue (sue 1); sue (sue (sue 1));... 

Esprimiamo così con i due soli segni 1, sue, tutti gli 
individui della classe N, indipendentemente dalle diffi- 
coltà materiali che si presentano in tale rappresentazione. 
È per evitare tale difficoltà che per definizione poniamo 

2 = 8ucl; 8 = suc2; 4 = suc3;... (Def) 

ma i termini due, tre, quattro, ... , non sono necessari. 

Con successive riduzioni siamo giunti a conservare gli 
enti rappresentati dai segni N, 1, sue. ' Un ulteriore ridu- 
zione non sembra possibile. I termini N, 1, sue, rappre- 
sentano quindi idee primitive, idee semplici, che qua- 
lunque uomo possiede, e che noi definiamo in se stessi, 
ammettendo che, per essi, sieno vere certe proprietà dalle 
quali possono dedursi logicamente le altre. Fra tali pro- 
prietà, che chiamiamo primitive, perchè non ulteriormente 
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riduttibili, abbiamo le seguenti: 

l€N (Ppl) 

a e N . . sue a € N (Pp2) 

a, è€N.a = 6:3: sue a = sue h (Pp3) 

MeK*N.l€M.M+10u:D:Now (Pp4) 

Con la Ppl esprimiamo che uno è un numero. 

Siccome ci risulta che enunciato un numero- intero noi 
possiamo sempre enunciare il suo successivo, riteniamo 
che ■* ogni individuo di N abbia in N il suo successivo „ 
(Pp2). Ciò si esprime anche nel linguaggio comune di- 
cendo " la serie dei numeri interi è illimitata ^. 

Date le definizioni dei segni 2, 3, 4, . . . dalle Ppl, 2 ri- 
sultano immediatamente, e successivamente, le^rop. 

26N, 3eN, 4€N, 



Avendo ammesso, con la Ppl, essere N una classe, ha 
già significato (§ 1) la scrittura a=^b se a,b sono nu- 
meri interi. 

Con la Pp3 esprimiamo che " Sono eguali i successivi 
di numeri eguali „ , proprietà che è caso particolare di 
quella ripetutamente enunciata tra gli assiomi in quasi 
tutti i trattati ordinari " aggiungendo una stessa cosa a 
cose eguali si ottengono cose eguali „ , che è la 2* di 
quelle enunciate da noi piti sopra, e alla prima delle 
quali corrisponde la Pp2. 

Con la Pp4 (principio di induzione, pag. 102) definiamo 
la sommaf dando ad a -j- 1 il medesimo significato di sue a 
e ad a +(6 -(- 1) il medesimo significato di (a + &) + 1 ; 
diciamo, cioè, che a + 1 indica il sue a, a-|-2 il sue (a+1)» 
a + 3 il sue (a +2) (Vedi pag. 127). 
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Dalle Ppl-4 risultano immediatamente le quattro pro- 
prietà fondamentali della somma da noi prima enun- 
ciate (Vedi Arithmetices principitty nova methodo expoaita, 
G. Peano, Torino, Bocca, 1889). E risultano pure le pro- 
prietà del prodotto, definito mediante una definizione 
induttiva di seconda specie, sènza introdurre il concetto 
di numero degli individui di una classe (§ 2). 



Somma 

a, 6, e 6 N . : 
a-\-\ = suca 



Prodotto 

a, 6, e € N . : 
aXl = a 



(Bef) 



a+(6+l) = (a+«+l aX(6 + l) = aX6+6 

(1) a+6€N aX6€N 

(2) a = 6.0.a+c = 6-fc a = 6 . o .aXc = 6Xc 

(3) a + &.= 6 + a aX6 = &Xa 

(4) a-^(h-\-c)=^(a-\-h)-{-c aX(bXc) = {aXb)Xc 

(5) (a-\-b)Xc = aXc-\-bXc 

e tali prop. esprimono che: le operazioni indicate dai 
segni +, X sono a risultato unico (1); che per esse vale 
il principio della sostituzione (2) : che per esse vale la 
proprietà commutativa (3), e associativa (4); e di più che 
il prodotto gode della proprietà distributiva rispetto alla 
somma (5). 

I segni > , < , sono già stati da noi definiti, mediante 
una def. di 2* specie (pag. 132), facendo uso dei segni N, +. 

Restano da analizzarsi le proprietà delle relazioni 
espresse dai segni >•,'<, parte delle quali si ottengono 
dalle Pp precedenti, parte no. 
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È p. e., conseguenza delle Pp precedenti la prop. 
a, 6€N:0:a = 6.u.a>6.'-'.a<6 

(Vedi Peano, h e, pag. 6), ma non si può, p. e., dimo- 
strare che 

a, &€N.a = 6:0:a->6.a-<6 

cioè non si può dimostrare che dei tre casi a = &, a >► 6, 
a < 6 deve verificarsene uno solo. Per dimostrare questa 
prop. ò necessario ammettere che 

a, 6 6 N , sue a = sue 6 : Q : a = & (Pp5) 

** se due numeri hanno eguali i successivi, allora essi 
sono eguali „ e che 

l-€sucN (Pp6) 

** uno non ò il successivo di un numero intero ,. 

È necessario cioè ammettere, con la Pp5, Tinversa della 
ben nota proprietà ** Aggiungendo uno stesso numero a 
numeri eguali, si ottengono... ,, in un caso particolare; 
e ammettere poi che (Pp6) " uno è il primo dei numeri 
interi ^ 

Risulta allora che la frase * il numero a è uguale al 
numero 6^0 equivalente alla frase * a non ò maggiore 
e non è minore di & „ 

a, 6€N.". 0.\a = &: = :a->&.a-<6 

e risulta anche che la frase " il numero a non ò eguale 
a 6 , è equivalente alla frase " a è maggiore o è minore 
di&, 

a, 6 € N .-. .-. a - == 6 : = : a > ft . w . a < 6 . 
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Quindi le due frasi " diseguale „ , ** maggiore o mi- 
nore „ hanno il medesimo significato solo quando si am- 
metta che per i segni N, sue, sieno vere le Pp5, 6. 

Che le idee espresse dalle Ppl-6 sieno le più semplici 
che r uomo abbia riguardo agli enti della classe N, ri- 
sulta evidentemente dall' analisi da noi fatta. Che tali 
Pp sieno sufficienti per la teoria degli N, h provato, at- 
tualmente, dal fatto, che non si conosce una prop. sugli N 
che non sia conseguenza delle Ppl-6. Di più h stato di- 
mostrato (Peano, Rivista di matematicaj voi. I, pag. 93) 
che una qualunque delle Ppl-6 non è conseguenza delle 
altre, e ciò prova che ognuna delle Pp enunciate è ne- 
cessaria nel sistema Ppl-6. 

E poiché gli ordinari trattati di aritmetica cominciano 

di solito con la definizione (?) ** Numero intero è „, 

noi concluderemo l'analisi della classe N, osservando che 
alla dimanda ** che cosa è un numero intero? „, si può 
rispondere " un ente appartenente ad una classe N i cui 
individui verificano le Pp 1-6 „ e riteniamo che qualunque 
altra risposta sia attualmente priva di significato. 



I segni P, D, n, -, introdotti nel cap. I sono stati de- 
finiti per mezzo delle loro proprietà espresse dalle Pp 
logiche, cioè definiti in se stessi. Abbiamo cioè ammessi 
come primitivi i concetti espressi dai termini: proposi- 
zionCf si deduce, e, non, e come primitive le relazioni, tra 
questi segni, espresse dalle Ppl-11. 

n segno =, tra individui di una classe, e pure stato 
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definito in se stesso, con le PI, 2, 3, § 1, cap. 17. Lo 
stesso si è fatto per i segni di corrispondenza (PI, §3, 
cap. IV). 



§ 7. — Definizioni di quarta specie. 

In certi casi neanche la forma precedente di defini- 
zione può essere adottata. Ciò avviene quando, l'ente x 
che si vuol definire, si ottiene come astrazione di un com- 
plesso determinato di altri enti noti. 

Un razionale, p. e., può esser definito come ente astratto 
ottenuto da una coppia di numeri interi. Essendo m, n 
due numeri interi, con w/n indichiamo un ente che di- 
pende da w e da n, e il modo di dipendenza, che noi 
possiamo stabilire ad arbitrio, (salvo il risultato al quale 
si vuol giungere), definisce, per astrazione, l'ente min. 

In generale : se w è la cosa nota (p. es., la coppia m, n di 
numeri interi), allora la cosa che si vuol definire (p. e., 
il razionale m/n), h una funzione <p di w. Per <p u bisogna 
definire la relazione indicata dal segno =, dicendo quale è 
per le cose (pUfCpv il significato della relazione (pu = <pv. 
Tale Def ha la forma 

ove hu,v h l'ipotesi relativa alle cose u,v; pu,vh\a, prop. 
contenente u, v, avente già significato noto, e che po- 
niamo equivalente alla relazione <pM = <pr da definire. 
In modo analogo si deve definire ogni operazione da 
eseguirsi con gli enti astratti qpw, qpt?. Essendo a il segno 
di una operazione, poniamo 
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ove ku, V e ancora l'ipotesi relativa alle cose w, v, e qu,v 
è una funzione di w e t?, avente già significato noto e 
che noi poniamo identica al risultato dell' operazione a 
eseguita con q>u e <pv. 

Le medesime cose possono osservarsi se a è un segno 
di relazione. 

La classe H di enti, definiti come funzioni astratte qp 
degli enti noti m, t?,... risulta, con una definizione di 
prima specie^ definita, ponendo 

B. = x^(u€M..x = q>u.-=uA) 

ove M h una classe nota, e tale definizione si legge 
* H è il complesso degli entifrc tali, che esiste almeno 
un u della classe M, per il quale x è identico a<pw. „. 



Vediamo come possano, con una def. di quarta specie, 
definirsi, p. es., i numeri razionali. 

Nella maggior parte dei trattati si definisce, o almeno 
si crede definire, il razionale m/n, ove w, wcN, dicendo 
che " m/n è il numero m volte più grande di un enne- 
simo di tMo ,. Qui i termini non definiti sono due " un 
ennesimo di uno ,, e " w volte più grande „. Ammesso 
anche che sia stata definita la prima frase, per la se- 
conda si osservi che dalla teoria dei N può aver ricevuto 
significato solo la frase " m volte più grande di un dato N „. 
Del resto nei trattati ordinari né l'una frase, né l'altra 
si definiscono, e quindi l'ordinaria definizione è priva di 
significato. 

Considerando il razionale m/n come una coppia di nu- 
meri interi, allora non ha più senso dire, p. es., che m/n 



142 Capitolo IV 



è eguale a (2m)/(2n), poiché due coppie {x, y) , {x\ y) si 
ritengono eguali solo quando a? = a?' e y = y'. 

n razionale m/n non è dunque da considerarsi come 
una coppia, ma come una funzione della coppia (m, n), 
cioè come un ente che si ottiene astraendo da m, da n 
e dalla coppia (m, n). 

Indichiamo per ora, seguendo Euclide almeno per i ter- 
mini, con R' la frase ragione di, o rapporto di, e con 
R' (m, n) la frase ** ragione di i» ad n , , o ** rapporto di 
m ad n „. 11 segno R* (w, n) equivale, come vedremo, 
airordinario segno m/w. 

Scrivendo R, come si è già fatto, al posto di razionale, 
definiamo la classe R, ponendo: 

(1) R = a?€ ) w, w € N . a? = R* (m, n) . - = ,„, » A ( 

cioè " Indichiamo col segno R il complesso di quegli 
enti X tali, che per ognuno di essi esistono almeno due 
numeri interi m, n tali che x è identico alla funzione R*, 
della coppia (m, n) ,. 

La funzione R* non è definita, solo con la (1) ammet- 
tiamo che essa ad ogni coppia di N faccia corrispondere 
un ente, astrazione della nostra mente, che appartiene 
alla classe R; ammettiamo cioè che 

R'6(Rf(N,N)) 

** R' è un segno di funzione che fa corrispondere ad ogni 
coppia di N un R „. 

Essendo w, m', w, n due numeri interi , quando è che 
j?li enti R* (m, w), R* (m', n) sono eguali? E prima di 
tutto, ha attualmente significato il termine eguali? 

La coppia (m, w), è eguale alla coppia (m\ n) quando 
m = m' e n = »', ma non essendo stata definita la funzione 
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R* non ha ancora senso la scrittura R* (m, n) = R* (m, n). 
Noi diamo significato alla relazione precedente, ponendo, 
secondo lo Stolz {Vorlesungen Uber allgemeine Arithmetik), 

m,nj m', w' € N : 3 : R* (w, n) = R* (m\ n ). = ,mXn=nXin 

ovvero, ponendo come si fa ordinariamente il segno m/» 
al posto del segno R*(m, »), 

m, n, m', n € N : : min = m/n : = : mn == nm 

^ Diciamo cioè che " Il razionale m/» è eguale al razio- 
nale tn/n\ quando il numero mn h eguale al numero 
nm\. 

Balla teoria dei numeri interi e dalla precedente de- 
finizione si deduce, facilmente, che la relazione a = b, 
ove» a, ò € R, è riflessiva simmetrica e transitiva, che cioè 
si ha 

a, 6, e € R . Q : 
a = a 

a = b , = . b = a 
a=^b,b = c.Q,a = b 

come la relazione analoga per gli enti di una classe 
qualunque (§ 1 . PI, 4, 5). 

Defijiita la relazione espressa dal segno =, occorre 
ancora definire le operazioni indicate dai segni -f~> X» — 
Ciò nei trattati ordinari raramente si fa, mentre si pre- 
tende dimostrare, p. es., che, 3/7 + 1/7 = 4/7, non avendo 
ancora ricevuto significato il complesso di segni S/l-{-l/l. 
Per le operazioni indicate dai segni +» x> porremo. 
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seguendo ancora lo Stolz, 

m^Hy w', w' € N . 9 . min + *w'/n ={mn-\- nm)l(nn) 

che non hanno bisogno di spiegazioni. Le definizioni ora 
date sono di seconda specie e la def. di R di prima 
specie. 



I numeri reali, p. e., si ottengono in modo analogo 
considerando l'ente astratto limite superiore di una classe 
di razionali. Scrivendo T al posto di * limite superiore ,, 
abbiamo, • 

M, f? € K*R :: :: I'm = r» .-. = .•. a; € R : 0^ : 

un(a:4"R)" = A- = .t^'^(iP + I^)" = A 

''Se UyV sono classi di razionali, allora : dire che il li- 
mite superiore degli w è uguale al limite superiore dei ©, 
equivale a dire che, qualunque sia il razionale a;, se esi- 
stono in u individui maggiore di Xy allora esistono in v 
individui maggiore di a; e viceversa ,. In altri termini 
diciamo che " Yu=^Xv^ quando ogni numero x minore 
di qualche u è pure minore di qualche v e viceversa ,. 
Alla def. precedente può anche darsi la forma (pag. 79, P6) 

M, V € K*R : : : : Tw = Tv .'. = .*. a?€ R : O^, : 
M n (a; + R) = A . = . t? n (a; + R) =s A 

che esprime; * Xu=^Xv, quando ogni numero x mag- 
giore di ogni u ^ maggiore di ogni v e viceversa „. 
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La fanzione che qui si considera è il ** limite superiore 
di , , ed è tale che ad ogni classe di razionali fa corri- 
spondere un ente astrazione della nostra mente, che noi 
chiamiamo in generale numero reale e che è indipen- 
dente dalla classe u che si considera e dalla funzione V. 
La classe Q, resta definita ponendo, 

Q=a?€ Ja€R.M€K*R.wn(a-t~R) = A.a;==lw.-=u,oA( 

cioè " Q è l'insieme degli enti x tali che per ognuno di 
essi si può determinare almeno un razionale a e una 
classe di razionali non maggiori di a, tali che x possa 
dirsi identico alla funzione Tm „. Con la condizione 
Mri(a4"R)==A escludiamo dalla classe Q Tinfinito. 

Anche per tali enti occorre definire le operazioni in- 
dicate dai segni +, X,... Poniamo 

w,t7€K*R.a€R.wn(a+R)=A.W'^(« + R)==A.D- 
0:u) + {Vv) = V{u + v) - 

a'w)x(i't?)=r(MXf?). 



Cioè ** La somma di l' u con Y v è il limite superiore della 
classe M + t? „, " Il prodotto di Vu con Vv è il limite 
superiore della classe wXt? „. 



Alle definizioni di quarta specie diamo dunque in ge- 
nerale la forma 

(1) hu,v :[)'{^u)a{(pv), = .pu,v 

che definisce il significato della scrittura (qp u) a (tp v) ove 
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w, V sono enti noti , qp è una funzione che produce un 
nuovo ente q) u astrazione dell'ente, o complesso di enti, m, 
e a è un segno di operazione o di relazione. 

Affinchè per la relazione espressa dal segno ==, nel senso 
ora introdotto, sia verificata la legge formale, è necessario 
che la funzione «p sia essa stessa riflessiva, simmetrica e 
transitiva, cioè si abbia 

q)w==q)w ; qp w = q) t? . == .q)«? = q)u 

(pu = (pv.(pv = (pw.'j.(pu = (pw 

Ciò abbiamo veduto che è vero per la funzione R*, e 
si potrebbe verificare facilmente che è vero per la fun- 
zione r. 

Tali proprietà di cp sono vere, quando la relazione pu, t?, 
contenuta nella precedente def. , è pure riflessiva, sim- 
metrica e transitiva, cioè quando : pu, u sia identicamente 
vera; pu, v equivalga a,pv,u; e dall'affermazione simultanea 
Pu,v .pv,w, si deduca pu,w. Soddisfacendo j> a queste condi- 
zioni si può da ogni ente u della classe che si considera 
ottenerne un altro, per astrazione, (pu; e per tali enti che 
così si ottengono, definita V eguaglianza con la (1), ove al 
posto del segno a si ponga il segno =, questa gode 
delle ordinarie proprietà. Eccone alcuni esempi: 

(a) La relazione espressa in geometria, p. es., per le 
figure piane, dal termine equivalente è riflessiva, simme- 
trica e transitiva. Se il termine equivalente lo definiamo 
dicendo " La figura A è equivalente alla figura B, quando 
A e B possono decomporsi in parti rispettivamente eguali 
{sovrapponibili) „, otteniamo allora da ogni figura piana A, 
l'ente astratto area di A, funzione di A. E diciamo che 

Area di A, è eguale a, area di B, quando A è equiva- 
lente a B -. 
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(P) La relazione espressa in geometria dal termine 
è parallelo, e riflessiva , simmetrica e transitiva, quando 
si ammetta che ogni ente (retta o piano) sia parallelo a 
se stesso. Otteniamo allora da ogni retta A l'ente astratto 
punto air infinito di A, o direzione di A, funzione di A: 
e diciamo che ** La direzione di A ^ eguale alla direzione 
di B, quando A è parallela a B „. Analogamente defi- 
niamo la giacitura di A, o la retta all'infinito di A, es- 
sendo A un piano, e diciamo ** La giacitura di A è eguale 
alla giacitura di B, quando A è parallelo a B „. 

(t) Se A, B sono proposizioni, la relazione A B . B q A 
0, A è equivalente a B, è riflessiva, simmetrica e transitiva 
(pag. 27). Otteniamo allora da ogni prop. A Tente astratto 
valore di A o significato di A: e diciamo che " Il signi- 
ficato di A è eguale al significato di B, quando A è equi- 
valente a B „. Analoga osservazione vale quando A, B 
sono classi. 

(6) Le relazioni espresse dai termini, perpendicolare, 
primo con, è un divisore, è un multiplo^... non sono rifles- 
sive, simmetriche e transitive. Per mezzo di esse nessun 
ente astratto si ottiene. 



Negli ordinari trattati di aritmetica e geometria si 
pretende spesso definire la relazione indicata dal segno = 
dicendo " Una cosa a è eguale ad una cosa h, quando a 
può essere sostituita in qualunque caso alla cosa h „. 
Ammesso anche noto il significato del termine sostituire 
resta tanto arbitrario il significato del segno = che la 
proprietà espressa dalla ordinaria definizione può farsi 
risultare falsa. 
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Così, p. es., 4/5 è frazione irreduttibile; ma 4/5 = 8/10; 
dunque 8/10 è frazione irreduttibile. Il che è falso. Ed è 
falso perchè frazione irreduttibile^ non h una funzione 
del razionale 4/5, ma invece una funzione della coppia 
(4, 5), diversa dalla funzione R*(4, 5) o 4/5 (vedi pag. 142). 
Se dunque definiamo il razionale come funzione di una 
coppia di numeri, con i termini frazione irreduttibile non 
indichiamo più un razionale nel senso inteso prima. Lo 
stesso avviene, p. es., per le funzioni numeratore o deno- 
minatore del razionale mfn, per le quali il principio della 
sostituzione non è vero. Analogamente con le parole, 
termini di una somma, fattore di un prodotto,... non indi- 
chiamo funzioni della somma o del prodotto. Occorre 
pure, p. es., precisare il significato della frase " primo 
termine di 4 + 7 » » poiché essa può indicare uno qua- 
lunque dei numeri Zjo. 

Quando la legge formale è soddisfatta per il segno = 
cioè la relazione (e la funzione) dalla quale si è ottenuto 
è riflessiva, simmetrica e transitiva, allora la P6 del § 1 
prova che il principio della sostituzione è vero per la 
relazione =. 

Per ogni operazione a da eseguirsi con gli individui 
di una classe, e per ogni relazione a, occorre dimostrare 
che è vera la legge della sostituzione (pag. 30); cioè che 
ad ogni ente a possiamo sostituire il suo eguale. Ciò noi 
abbiamo, p. es., fatto per le operazioni logiche n , u (vedi 
pag. 31) e per la relazione espressa dal segno (pag. 31). 

L'ordinaria definizione del segno = è dunque, in so- 
stanza, un puro complesso di parole privo di significato, 
come sono molte delle definizioni degli ordinari trattati. 
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§ 8. — Proposizioni indipendenti. 



Le definizioni di 1% 2*, 4* specie, indipendentemente 
dall'utilità che presentano, non sono necessarie. Quelle di 
1* e 2* perchè ogni segno o complesso di segni ar, viene 
sostituito ad un complesso di segni a aventi un signifi- 
cato determinato e noto. Quelle di 4* specie, perchè al 
complesso di segni ((pw)«(<Pt?), ove a è un segno o di 
operazione o di relazione, può, per convenzione, sostituirsi 
sempre il complesso di segni qu, o (vedi pag. 140), avente 
significato noto e indipendente dal segno di relazione a, 
e, in certi casi, anche dalla funzione cp. 

Le definizioni di 3* specie sono però necessarie e ri- 
nunziando ad esse, dobbiamo rinunziare allo studio di 
ogni ente. Per mezzo di esse noi individuiamo un ente a?, 
non direttamente, non ricorrendo cioè ad altri enti noti 
(all'infaori di quelli logici — necessari sempre) , ma per 
mezzo delle proprietà che esso ha e delle quali scegliamo 
le più semplici, e ne assumiamo, senza dimostrarle, tante 
quante sono necessarie per ottenere logicamente le altre. 



È appunto nella scelta del sistema primitivo a di pro- 
posizioni, atte a definire in se stesso l'ente a?, che dob- 
biamo fare qualche osservazione. 

Intanto il sistema a dev'essere completo, cioè tale che 
ogni proprietà dell' ente x, sperimentalmente vera, sia 
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conseguenza logica di prop. contenute nel sistema a, e 
sólamente di qiteste. 

Di più è utile, almeno scientificamente, che il sistema 
a sia irreduttibile, cioè tale che ognuna delle prop. che 
lo formano non sia conseguenza delle rimanenti. 

Non è molto difficile ottenere un sistema a completo: 
basta analizzare accuratamente tutte le idee delle quali 
ci serviamo. E a ciò si presta molto bene il simbolismo 
logico, nel quale i segni hanno un significato nettamente 
determinato, e non è possibile, operando bene — si ca- 
pisce — , introdurre enti ed idee non comprese in quelle 
che noi vogliamo considerare, come spesso è facile ac- 
cada, usando il linguaggio comune, nel quale i termini 
non sono completamente precisati. 

È più difficile assicurarsi se il sistema a ottenuto è 
irreduttihile. In ciò che segue diamo qualche esempio dei 
metodi che possono condurre ad affermare se un dato 
sistema a di prop. primitive è o no reduttibile. 



Sieno Uà-, Va; delle proposizioni contenenti la variabile 
o il gruppo di variabili x. Quando diremo che ** la prop. 
Va. è indipendente dalla prop. Uà: „, intenderemo dire che 
" esistono degli x per i quali essendo vera Uà,, si ha 
che Va: ò falsa „. In simboli, dunque, la frase, " la prop. V^. 
è indipendente dalla prop. Uà- „ viene espressa da (pag. 69), 

•A. 



(1) 


u,.-v,.-=,. 


anche da 




(ir 


-(U..D..VJ 
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La (1) si legge " Esistono degli x tali che soddisfano 
alla condizione Uà- e non alla condizione Va; „ ; la .(1)' si 
legge ** non è vero, che qualunque sia. a?, gli x che sod- 
disfano ad Uà: soddisfano a Va, ,. 

Evidentemente la relazione " è indipendente da „, non 
è simmetrica. Alla frase " le prop. Uà,, Va, sono indipen- 
denti „ , che attualmente è priva di significato , daremo 
quello espresso dall'affermazione simultanea 

U*.-Va,:-=a,:A.-.Va,-Ua,:-=a::A 



È nelle definizioni degli enti in se stessi. (§ 7) che 
occorre far uso del concetto di proposizioni indipendenti. 

Nella teoria delle grandezze, p. e., definiamo la somma 
di due grandezze, assegnando certe proprietà fondamen- 
tali del segno +. Scrivendo G al posto della parola 
grandezza, alcune delle proprietà del segno -f- che si as- 
sumono per definire in se stessa la somma sono : 

a, 6, e € G : : 

(1) a = h.O'a-\-c = h-\-c 

(2) a-\-h^h-\-a 

(3) a + (6 + c) = (a + 6) + c 

Volendo provare che tali prop. sono indipendenti, che 
cioè, una di esse non è conseguenza delle altre, basta 
provare che per valori speciali degli elementi indeter- 
minati che compariscono nelle prop. (1), (2), (3), una 
qualunque delle tre prop. h falsa, mentre le altre due 
sono vere. 
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Gli elementi indeterminati che compariscano nelle prop. 
(1), (2), (3) sono rappresentati dai segni G , = , +. Ri- 
guardo a tali segni le prop. (1), 2), (3) sono considerate 
come condizionali della forma a» bx, (pag. 89). Abbiamo : 

(a) Se G é la classe dei numeri reali, chiamiamo 
eguali due numeri aventi madido eguale (lo stesso valore 
assoluto), e il segno + ha l'ordinario significato ; allora, 
la prop. (1) è falsa, poiché, p. e., si ha che 7 = — 7 e 
7-|-5- = — 7 + 5, e le prop. (2), (3) sono vere; cioè la 
prop. (1) è indipendente dalle prop» (2), (3), e si ha 

-(1).(2).(3):- = :A 

(P) Se G è la classe dei quaternioni, = ha Tordi- 
nario significato e -f- è il segno del prodotto secondo 
Hamilton; allora, le prop. (1), (3) sono vere e là prop. (2) 
è falsa, cioè 

(1)..(2).(3):. = :A 

(t) Se G è la classe dei punti, chiamiamo eguali due 
punti coincidenti, ed essendo a, b due punti indichiamo 
con a-\- b il punto medio del segmento che ha a e 6 per 
estremi; allora, le prop. (1), (2) sono vere e la prop. (3) 
e falsa, cioè 



(l).(2).-(3):- = :A 



Da (a), 0), (y) si deduce che le prop. (1), (2), (3) sono 
indipendenti, cioè che non è possibile dedurre una di esse 
dalle rimanenti. 
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Se il sistema a di postulati che si considera contiene 
», (n € 1 -|- N), prop., si sarà dimostrato che è irredtUtihiU, 
quando si sieno trovate n classi di enti x, per ognuna 
delle quali sia falsa una delle prop. di a e vere le ri- 
manenti. Ora ciò presenta spesso serie difficoltà, e fra i 
sistemi di postulati attualmente noti, solo quello per 
gli N, può dirsi assolutamente irreduttibile. 



Sieno U«, Va,, Wa, delle proposizioni contenenti il gruppo 
di lettere variabili x: diremo che " W^. è conseguenza 
necessaria della prop. V^» nel gruppo Uà,, V^, , quando, 
" Wa, è conseguenza di Uà- e Va>» e ^a, ^ indipendente 
da Uà, ,; cioè quando 

Uà, V«, . Da, . W, : Uo,- Wa, . - =a, . A 

Riprendendo il precedente esempio delle grandezze è 
facile dimostrare che la prop. 

(4) n € 1 + N .f € Gf Z„ .^6 (Z„f Z„) sim : O : 

che esprime in generale la proprietà commutativa della 
somma, si dimostra facendo uso delle prop. (1), (2), (3). 
Si ha cioè che 
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Se ora G è la classe dei punti, chiamiamo eguali due 
punti coincidenti, e a-\-b indica il punto medio del 
segmento che ha i .punti a, b per estremi, allora le prop. 
(1), (2) sono vere, e la prop. (4) e falsa in generale (per 
n > 2), Quindi 

(l).(2).-(4):- = :A 

cioè * la prop. (4) e conseguenza necessaria della prop. (3) 
nel gruppo (1), (2), (3) „, o in altri termini " la proprietà 
generale commutativa della somma è conseguenza neces- 
saria della proprietà associativa „. 



ERRATA-CORRIGE 

Pag. 3j linea 11, m luogo di ^ 3 e Np , 7 e Np ^ si ponga 
' BfNp.TeNp „. 

Pag. 3, Unea. 15, in luogo di " 12 „ ^t ponga ** 13 ^. 

Pag. 6t linea 1^ in luogo di ^ Quando per le.*» ^ if^i ponga 
^ Quando per la „. 

Pag. 64, linea 12 in fine, in luogo di " ciofe „ si ponga " ove ^. 

Pag. 75, in luogo della prop. (6) si ponga 
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Acque (Manuale deUe) Minerali e l««|^l di cara 

del Reg-no d' Italia, di Luigi Tigli. (In lavoro). 

AdulteraiiaBe e falslfleazloae de§fll allaienii, del 

Dott Prof. L. Gabba, di pa^. vin-2l2 2 — 

Arricoliara. (Vedi Agronomia — Alimentazione del 
bestiame — Analisi del vino — Animali da cortile 

— Apicoltura — Bad^i da seta — Bestiame — JBo- 
tanica — Cacciatore — Cantiniere — Caseificio — 
Cavallo — Chimica agraria — Cognac — Colombi 

— Coltivazione^ ecc, delle piante tessili — Concimi 

— Contabilità agraria — Economia dei fabbricati 
rurali — Enologia domestica — Estimo — Flori- 
coltura — Frumento e Mais — Frutticoltura — ; 
Funghi — Gelsicoltura — Igiene veterinaria — Insetti 
nocivi — Insetti utili — Latte, cacio e burro — L^- 
slazione rurale — Macchine agricole — Malattie 
crittogamiche — Malattie dei vini — Olivo — Orti- 
coltura — Piante e fiori — Fiante industriali — 
Pollicoltura — Frato — Selvicoltura — Tabacco — 
Tartufi — Uva passa — Vino — Viticoltura — 
Zootecnia), 

Agr>*«noaila, del ProL F. Caseoa DI MURIOGE, 2* ed., 
di pag. vi-200 1 50 

Alcool (Industria e fabbricazione dell'), di F. Canta- 
MESSA. (In lavoro). 

Alr^^bra coaipleaieiitarey di PlNGHBBLE. Parte L 
Analisi algebrica, di pag. yin-174. 1 50 

— Parte II. Teoria delle equazioni, di pag. rv-170 con 

4 incisioni nel testo 1 50 

Alflrebra elementare, del Prof. S. PiNCHBRLE, 5* ed., 

di pag. vni-210 1 50 

Allnentazlone, di Gt, Stbafforbllo, di pag. yni-122. 2 — 
Alimentazione del bestiame, del Profl T. PooeL 

(In lavoro). 
Alpi (Le), di J. Ball, trad. di L Oremona, pag. vi-120. 1 50 

— (Vedi Dizionario alpino — Fr ealpi bergamasche). 
Alterazione del Ylnl. (Vedi Analisi del vino — Ma- 

lattie ed alterazioni). 
Amnilnistrazioue pubblica. (Vedi Catasto italiano 

— Codice doganale — Contabilità comunale — Di- 
ritto amministrativo — Imposte dirette — Leg 
^H^Ì^J^ ^ ^èccAe^^ra mobUe — ContabUità 
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Analisi alr«brl«a« (Vedi Algebra complementaréi. 
i^nallsi del Ylna, ad uso dei chimici e dà legali, del 

Dott M. Barth, con prei del Dott. L Nessler, trad. 

del Prof. D. F. C. Comboni, di pag. 142 con 7 incis. 2 — 

— (Vedi Cantiniere — Cognac — Enologia — Malattie 
dei vini — Vino — Viticolttira), 

AmmìM spetirale* (Vedi Spettroscojna). 

Analisi Yalnweirlea applicata specialmente ai pro- 
dotti commerciali e industriali, di P. E. Alessandri. 
(In lavoro). 

Anatawla • fislalai^la eantparata, del Prof. R. Besta, 
di pa^. vii-218 con 34 incisioni 1 50 

— (Vem Animali Parassiti — Batteriologia — Fi- 
siologia — Imbalsamatore — Insetti — Protistologia 
— Zoologia). 

Anatamla mteraseoplea. (Vedi Tecnica), 

Analawla pittarle», di A. Lombabdini, pag. yi-118 
con incisioni 2 — 

AniMall (OH) parassiti deirnana, del Pro! F. Mer- 
canti, di pagr. iv-179, con 33 incisioni 1 50 

Animali da eartlle, del Prot. P. BoNizzi, di pag. nv- 
238 con 39 incisioni 2 — 

— (Vedi Bestiame — Colombi — Pollicoltura), 
Antichità private del raaiani, del Prof. W. Kopp, 

trad. del Prof. N". Moreschi, 2' ediz., di pag. xn-130. 1 50 

— (Vedi Archeologia ddVarte), 

Antisettici. (Vedi Infezione j disinfezione e disin- 
fettanti), 

Antrepelei^la, del Profl G. Canestrini, 2* ediz., ri- 
veduta ed ampliata, di pag. vm-232, con 23 incisioni. 1 50 

— (Vedi Etnografia — Fisiologia — Paleoetnologia). 
Apleeitnra razienale, del Prof. G. Canestrini, 2* 

edizione riveduta di pj^. iv-196, con 43 incisioni . . 2 — 
Apprestaatente delle libre tessili. (Vedi Filatura), 
Araiia vìgmre (Manuale di), di Db Sterlich e Dib 
Khaddag. Raccolta di 1200 vocaboli e 600 frasi più 

usuali, di pag. 143, con 8 tavole 2 50 

Araldica ((drammatica), di F. Tribolati, 3* ediz., di 

pag. vni-120, con 98 ine. e un'appendice sulle *" Livree „. 2 50 
ArcheelMla dell'arte, del Prof. L Gentile: 

Parte L Storia dell'arte greca testo, 2* ed., p. xn-226. 2 — 
, il^an^ per l'opera sudd. di i^Ptovo/e, indice. 4 — 
Parte IL Storia dell'arte etrusea e romana, testo, 

2* ediz., di pag. iv-228. 2 — 

Parte IL Atlante per l'opera sudd.di 79 toyofe, indice. 2 — 
Archltettara Italiana, dell' Arch. A. Melani, 2 voi., 
di pag. xvra-214 e xn-266, con 46 tav. e 113 ^g., 2* ediz. 6 — 
L ArchitetPelasgica,Etrusca, Italo-Greca e Romana. 
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ArlUneifea pratlea, del Dott. F. PANizzAjdip* vni-188 1 50 
Ariiwetiea railoBaU, del Pro! Dott F. Pàkizza, 

2' ediz., pag:. xn-210 1 50 

ArBi«BÌ«9 del Proi. 0. Pollinl (In layoro). 
—(Vedi Cantante — Pianista — Storia della musica — 

Strumentazione — Strumenti ad arco). 
Arto del dire (L\ del Proi. D« Feb&ari, 2* edia^ 

corretta ed ampliata, di pag. xyi490 « 1 50 

— (Vedi nettorìca — RitnèSui — Stilistica). 
Arie Militare. (Vedi Storia delV), 

Arte aUBeraria, dell'Ingr. Prof. V. Zofpbtti, di pa- 
gine iv-182, con 112 figlia in 14 tavole. 2 — 

Arte flri*««*9 etrasea e rewMia* (Vedi Ardkeologia 
ddVarte). 

Arti. (Vedi Anatomia pittorica — Archeologia delTarte 
— Architettura — Decorazùms — Disegma — Ptt- 
tura — - Scienza dei colori — Setdiura). 

Arti (Le) ^nrallehe fetaateeeaolehe. Zincotìpia, 
Autotinia, Moffrafia, Fototipia, FotaUtegmfia, Foto- 
silograna. Tipofotografia, ecc., secondo i metodi più 
recenti, dei grandi maestri nell'arte: Albsbt, Ah- 

GEBER, CbONENBEBO. EdEB, (xILLOT, HUBMIK, KOFAHL, 

MoNET, Poitevin, Roux, TUBATI, occ, con nn cenno 
storico sulle arti grafiche e un Dcàonusatto te(ndoo ; 
pag. iT-176 con 9 tavole illustrate 2 — 

— (V. Dizion, Fotografico — Fotografia dei colori — 
Fotografia per dueUanti — Ricettario fotografico), 

Aftfalte (L*), mbbricazione - applicazione, dell*Ing. £. Ri- 
ghetti, èon 22 incisioni, di pag. vin-152 2 — 

Asslearailane «alla vita, di 0. Pagani, pa^r. vi-152. 1 50 
Asslstenia deg>ll Inferail aelPOspedale e4 la fa» 
nlrlla, del Dott 0. Galliano, p. zxiv448, con 7 taT. 4 50 

— (V. Acque minerali -— Ipiene — Soccorsi d'urgenza). 
Assaaaaietrla. (Vedi Disegno assonometrioa). 
Astraaanila, di L N. LoCKTEB, tradotta ed in parte 

rifatta da E. Sebgbnt e riveduta da G. V. Schiapa- 
BELLij 3* ediz., di pag. yi-156, con 41 incisioni • . . 1 50 

— (Vedi Gravitazione — Spettroscopia). 

Atlaate ir««ffrallea«atarlea deiritalla, del Doti Gt. 
Gabollo. 24 carte, 76 pag. di testo e un' Appendice. 2 — 

— (Vedi Alpi — Dizionario geografico — Eseroizi 
geografici — Geografia — FHmtuano di Geografia). 

Atlante g'eorrallea aalirersale, di KiBPSBT, con no- 
tizie geografiche e statistiche del Dott G. Gabollo, 
8* ediz. (dalla 70000 alla 80000 coina), 26 carte, 88 pa- 
gme di testo 2 -^ 

AtaiMfera. (V. a»nwto/o^ 

Atti D«tarlii. (Vedi Notaro - Tcsiamenti). 
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L. e. 
AiirmMMmimrmy BiMiVTra delle Davi e seg^alAsleai 
warlulBie, di F. Imperato, di pae. xxii-360, con 
fig. 232 nel testo e xv tavole litog:ra&te 4 50 

— ( V edi Ingegnere navale — MacchinigUi navale). 
Aateilpia. (Vedi ArU Qraficheh 

i^TleeUnra, (Vedi Animali da cortile — Colombi do- 
mestici — Follicoltura). 

BaehI ém «eia, del Prof. T. Nemci, di pa». yi-276, 
2* ediz., con 41 indsioni e 2 tavole 2 — 

— rVedi Gelsicoltura — Industria della seta — Tintura 
della seta), 

Ballsiiea* (Vedi Esplodenti- Storia dell'Arte Militare). 
Baiterieleirla, dei Proif. G. e R. Canbst&ini, di pa- 
gine yi-240 con 21) illustrazioni 1 50 

— (Vedi Animali Parassiti — Microscopio — Proti- 
stoloqia), 

BenefleI vacanti e fabbricerie, lef^i^l, elreelarl, 
Iflarlspradeaza, del Dott A. Galante. (In lavoro). 

BesUaaie (H) e ra|rrl««l^">*<^ In Italia, del Prof.F. 
Alberti, di pag, vni-312, con 22 zincotlpie .... 2 50 

— (Vedi Agricoltura — Alimentazione del bestiame). 
BlaDeherla, (Vedi Disegno, taglio e confezione di — 

Macchine da cucire). 
Blbllegrrafla, di G. Ottino, 2* ediz., riveduta di pa- 
gine vi-166, con 17 incisioni 2 ~ 

— (Vedi Dizionario bibliografico). 

Blblieteearle (ManusJe del), di Petzholdt, tradu- 
zione di G. BiAGi, e G. Fumagalll di pag. xx-364 con 
un'appendice di paer. 213 7 50 

Bloifrafle. (Vedi Cristoforo Colombo — Dante — 
Omero — Shakespeare). 

Bltawe. (Vedi Asfalto). 

Blasoni. (Vedi Araldica — Paleografia). 

Borsa (Oper. di). (V. Valorijpuòblici - DMto pubblico). 

Botanles, del Prof. L D. Hooker, traduz. del Prot. N. 
Pedicino, 4* edizione, di pag. xiv-134, con 68 ine 1 50 

Bromatoloffla. (Vedi Adulterazione — Alimentazione 
— Conserve alimentari — Frumenti e m>ais — Latte 
burro e cacio — Panificazione). 

Barro. (Vedi Latte — Caseificio). 

Cacciatore (Manuale del), di G. Franceschi, di pa- 
gine vin-26a con 10 tavole e 14 incisioni nel testa 2 50 

Calligrafia (Manuale di). Cenno stoiico, cifre nume- 
riche, mateiiale adoperato per la seiittura e metodo 
dlnsegnamonto, con 69 tavole di modelli dei principali 
caratteri conformi ai programmi goviìmativi del Pro- 
fessore R. Percossi, ocm 35 tao-simili di scritture, 
elegantemente legato, tascabile, con leggio annesso al 
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Calare (11), del Dott. E. Jones, trad. di U. Fornari. 

(In lavoro). 
Caloriferi* (Vedi Biscaldamentó), 
Candele. (Vedi Stearinerùi e Fabb. di Candele). 
Cantante (Manuale del), di L. Mastbigli, di p. xn-132. 2 — 
Cantiniere* Lavori dì cantina mese per mese, ddl*Inge- 

«mere A. Strucchi, di paff. vin-172 con 90 incisioni 2 — 
Carteifralln (Manuale teorico-pratico della), con un 

sunto sulla storia della Oartografiftì del Pro£ E. GtEL- 

ciCH, di pag:. vi-257, con 37 illustrazioni 2 — 

— (Vedi Disegno topografico — Telemetria), 
Case. — (Vedi Proprietario di Case). 
Caselflele, di L. Manetti, S' edizione, completamente 

rifatta dal Prof. Sartori, di pagine iv-212, con 34 
incisioni 2 — 

— (Vedi AdtUterazione degli alimenti — Latte, burtOf 
cacio). 

Catasto (n nuovo) Italiana, dell*Aw. E. Bruni, di 
pag. xii-346, voi. doppio 3 — 

Camallo (Manuale del), del Ten. Oolonnello 0. Vol- 
pini, di pag. iv-200 con illustrazioni e 8 tavole. . . 2 50 

Celerlmensara (Manuale pratico di), e tavole loga- 
rìtmiche a quattro decimali deiring. F. Borletti, 
di pae. vr-14ÌB con 29 incisioni 3 50 

Celerlaiensnra (Manuale e tavole di), dell*Ing. Gt. Or- 
landi, di pag. 1200 con un quadro generale d'inter- 
polazioni 18— 

— (V. Cartografia — Compensazione degli errori — Di- 
segno topografico — Geometria pratica — Teilemetria), 

Ceralaeehe. (Vedi Vernici). 

Cereali. (Vedi Frumento e Mais — Panifi^Mzione). 

Chlwlea, del Prof. EL E. RoscoB, traduzione del 

Prof. A. Pavesi, di pag. vi-124, con 36 ine, 4* ediz. 1 50 
Chlailea air^arla, del Dott. A. Aducoo, di p. vni-328. 2 50 

— (Vedi Concimi). 

Chlnilee (Manuale del) • deir Industriale, ad uso 
dei Chimici analitici e tecnici, degli industriali, ecc., 
del Dott. Pro£ L. (tabba, di pag. xn-354 5 — 

— (Vedi Anaiisi volumetrica). 

Ciclista (Manuale del), di A. (3-alante, riccamente 

illustrato, di pae. vi-194, con 73 fototipie 2 50 

Cllaiatolo|rl*9 di L. De Marchi, p. x-204, con 6 carte 1 50 
— ■ (Vedi Igroscopi — Meteorologia — Sismologia). 
Codlee dog-anale Italiano eon cowniento e note, 

/?r'4^^- E. Bruni, di pasr. xx-1078 con 4 incisioni. 6 50 
— - (V Ammtmstrazione pubblica - Trasporti e tariffe)- 
^f 7 * ?"••■•*«• Internazionale. (Vedi I Prototipi 
del metro e del ktlogramma). 
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C«g>iia« (Fabbricazione del) • dell» Mlrlte di tIbo 
e dlfttlllaKloiie delle feeee e delle vlaaeee, di 

Dal Piaz-di Prato, di pag. x-1j68, con 37 indsiom. 2 — 
Celeotterl italiani, del Dott A. Geiffini. (In lav.). 
Celowbl dewestlel e eeUwMeoUnra, del Prof. P. 

BoNizzi, di pag. vi-210, con 29 incisioni 2 — 

-- (Vedi ÀmmaR da cortile — FoUicolttira), 

Ceiewiia C. (Vedi Cristoforo Colombo). 

Coleri e la plMara (La scienza dei), del Pro£L. Guaita, 

di pa^. 248. 2 — 

— (Vedi Anatomia pittorica). 

Celeri e vemlel, di G. GoRiNi, 3* ediz., di p. iw-ÌM. 2 — 

— (Vedi Fotografia — Lìice e colori — Vernici). 
CeUlvaslene ed loduetrle delle piaste tessili, 

{>ropriamente dette e di quelle che danno materia per 
egacd, laYorì d'intreccio, sparteria, spazzole, scope, 
carta, ecc.^ coU'a^r^unta di un Dizionario delle piante 
ed industne tessili, di oltre 3(X)0 voci, del Prof. M. A. 
Savoronan D'Osoppo, di pag. xn-476, con 72 incis. 5 — 

— (Vedi Filatura - Gelsicoltura • Piante industriali), 
Cempeosasiene deg'il errerl eeo speelale appllea^ 

sleae al rilievi flr«^e<i«l« di F. GROTTijpag. iv-160. 2 — 
Cewjj^Btlsterla, del Pro£ V. Gitti, voi. L Computi- 

stena commerciale, 3* ediz., di pag:. vi-168. .... 1 50 
-- VoL n. Computisteria finanziaria, di pag. vin-156. 1 60 
Cempatlsterla affr***"*!*» del Pro£ L. Petri, di pa- 
gine vi-212. 1 50 

— (Vedi Contabilità — Logismografia — Ragioneria 
— Scritture d^afari). 

Ceoela delle pelli ed arti alttnl, di (x. (xORINI, 
3' edizione interamente rifatta dai Dott. Gt. B. Fran- 
ceschi e (x. Venturoli, di pag. ix-210. 2 — 

Cenelaily del Pro£ Funaro, di pag. vn-253 .... 2 — 

— (Vedi Chimica agraria), 

CTesfezIeoe di blaneherla. (Vedi Disegno, taglio e), 
Ceaserve alluieiitarl, di Gt, GoRmi, 3' ediz. intera- 
mente rì&tta dai Dott Gt, B. Franceschi e Gt, Ven- 
TUROLL (In lavoro). 

— (Vedi Adulterazione ~ Alimentazione — Frumento 
e mais — Latte, burro e cacio — - Fanificazione), 

Centabllltà eewaoale, secondo le nuove disposizioni 
legislative e regolamentari (Testo unico 10 febbraio 1889 
e K. Decreto 6 luglio 1800, del Pro! A. De Brun, 
di pae. vm-2i4 1 50 

— (Veca Diritto amministrativo — Legge comunale), 
Centabllltà ipeaerale delle State, dell' Aw. E. 

BRpOj pag. xii-422 (voL doppio) . ._. .. . . . . 3 — 
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C«r|Bl frasai e stMirlBArìa, dell'Ing* E. Marazza. 

— (Vedi Industria stearica), 

C«rreU#reee«aip«sllare tìpftrmt: (Y. Tipografia), 
C^rse (Dizionario delle), (Vedi Cavallo), 
CastltasUne ài t«Ul irli »UM. (Vedi Ordinamento). 
CmìhmiI. (Vedi Etnografia). 

Cristall«|^rafl« g'eaaietrioa, llsi«a • eklwleii ap- 
plicata ai minerali, del Pro£ F. Sansoni, di p. xyi-d6o, 
con 2B1 incisioni nel testo (voL doppio) . • * . . .3 — 

— (Vedi Geologia — Mineralogia). 

Crl»uroraCaUMfco,diV.BBLLio,conlOinc.,p.lv-136 1 50 
CrUloranie. (V. Malattie crittogamiche delle piante), 
Cranalai^la. (Vedi Storia e Cronologia). 

Cabatvra; Pronttiario per la cubato» dei legnami, di G. 
Bellitomini, 2* ediz. aumentata e corretta, di pag. 201 2 50 

Carve. Manuale pel tracciamento delle curve delle Fer- 
rovie e Strade carrettiere di G. H. K&OHNEBj tradu- 
zione deiring:. L. Lobia, 2* edizione di pagine 164) 
con 1 tavola 2 50 

Danto, di Gt. A. Scartazzini, 2 voi., di pag. vra-139 e 
iv-147 : L Vita di Dante. — IL Opere di Dante . * 8 — 

DeUla (II) pabblloa Italiana e le regole e i modi per 
le operazioni sui titoli che lo rappresentano, di F. Az- 
zoNi, di pag. vinsJ76 (voL doppio) 3 — 

Oeeorailane • ladastrle arusileke. con una intro- 
duzione sulle industrie artist. nazionali, dell'ArdL A. 
Melani, 2 voU di complessive pag. xx-460, con 118 inds. 6 — 

Denoifrafla. (Vedi Statistica). 

Dlbaseamento* (Vedi Selvicoltura). 

Didattica per e^li alunni delle scuole normali maschili 
e femminili, di Gt, Soli. (In lavoro). 

Dlflresta (B), di C. Ferrini, di pag. iv-131 1 60 

Dinamica elewenlare, del Dott. C. Cattanbo, di 
pag. vin-146, con 25 figure ••....••.. 1 50 

— ( V edi Termodinamica). 

Dlplowatlea, del Prof. L. Zdekaubr. (In lavoro). 

Dipionil. (Vedi Araldica — Paleografia). 

Diritti e daverl del cittadini, secondo le Istituzioni 
dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, del Proi D. 
Maffioli, 8* ed., di pag. xvi-208 1 50 

Diritta aatnilnlstratnra giusta i programmi governa- 
tivi, ad uso degli Istituti tecnici, del Proi Qt, Loris, 

^2* edizione, di pag. xxn-506 (volume doppio). . . . 3 — 

Diritta civile Italfana^del Prof: O.ALBiciNi,p.vm-128 1 60 

Diritta cammerelale. (Vedi Mandato). 
??^Ì^ ••«■naie e pravineiale, di MazzoOOOLO. 

^v edi Legge^ comunale e jM'ovmciaìe). 
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DirUl« ee«le»liMlle«9 del Dott C. Olmo, di pagine 
xn-472 (volume doppio) . 3 — 

— (Vedi Benefici vacanti), 

Dlrlit* liit«rnMt«B«le JMrlvato, dell' Ayy. Prof. F. P. 

CoNTuzzi, di pagr. xvi-^ (volume doppio) . . . . 3 — 
Diritto iBlernaiUBaie pvMilieo, dellAw.ProflF.P. 

OoNTUzzi, di paff. xn-320 (volume doppio) 3 — 

Diritto ipenale, dell' Aw. A. Stoppato, di p. vni-192. 1 50 
Diritto roaiana, del Prof. C. Ferrini, di paer. vin-132. 1 50 
Disegrno. I priucipii del Diseeno e gli etili dell'Orna- 
mento, del rro£ C. Borro, 3* edizione, di pag. rv-206, 

con 61 silog. 2 — 

Dlseifno assanonietriea, del Prof. Paoloni, di pa- 

£*ne iv-122 con 21 tavole e 23 figure nel testo. . . 2 — 
>egnQ ifi-eauietrlea, del Prof. A. Antilli, di pa- 
S'ne vin-85, 6 figure nel testo e 26 tavole litografiche 2 — 
egrna topoflpr»floa, del Capitano G. Bkbtslli, 
2* ediz. di pag. vi-137, con 12 tavole e 10 incisioni . 2 — 

— (Vedi Cartografia — Telemetria), 

Dlsena, taiflla e «•nfosloiie éì blaaekerta (Ma- 
nuale teorico pratico di), di E. Bonbtti, con un 
Dizionario di nomenclatura, di pagine viii-216 con 
40 tavole 3 — 

DisiafezIoBe. (Vedi Infezione), 

Dlstillazioqe. (Vedi Alcool ■— Cognac), 

Dlziaaarla aiaina itoliana. Parte 1*: Vette e valichi 
italiani, delllng. E. Bionami-Sobmanl — Parte 2*: 
Valli lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell'Ing. G. 
ScoiiARl. dì pag. xxu-310 3 50 

— (Vedi Alpi e Freaipi bergamasche), 
Dixlaaaria della iiniraa del Galla (Oraaianlea). 

(Vedi Qrammatica), 
Diziaaarla blbiiafrrafleo, di 0. AblU, di pag. 100. 1 50 
Dizionario Filatelleo, per il Raccoglitore di franco- 
bolli con introduzione storica e bibliografia di J. Gelli 

di pag. 500 (In lavoro) 4 50 

Disianaria fatogfraflea ad uso dei dilettanti e profes- 
sionisti, contenente oltre 1500 voci in 4 lingue, nonché 
500 sinonimi e 600 formule del Dott. Luigi Gioppi, 
di pa^. vni-600 con 95 incis. e 10 tavole fuori testo. 7 50 

— (Vedi Arti grafiche fotomeccaniche — Fotografia per 
dilettanti — Ricettario fotografico), 

Disianaria g^eaifraflea universale, del Dott G. Ga- 
HOLLO, 3* edizione, di v%g, vi-632 a due colonne . . 6 50 

Dlilaaarla Itollano. (Vedi Vocabolario italiano), 

Disianaria italiana e ITaiapìik, di 0. Mattel (Vedi 
Volapiik), 

DIzionaria termini delle eorse, di C. Volpini, di 
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Dlil«Hi«rÌ« ■ni verbale delle llnjpie Ìi«iÌMi«9 le- 
desea, iBifi-lese e fìraneese, disposte in un unico 
alfabeto, 1 voi. di pag. 1200 8 — 

Doifane. (Vedi Codice doganale — Tra^sportii, 

Dettrloa pepelare, in 4 lingue. (Italiana, Francese, 
Inglese e Tedesca). Motti x)opolari, frasi oonunerciali e 
proverbi, raccolti da Q-. Sessa, 2* ediz., di pag. iv-212. 2 — 

Eeonowla del fabbrleatl rarally di V . Niccoli, di 
pag. vi-192 2 — 

— (Vedi Estimo rurale — Legislazione rurale), 
Eeenewla jpelltleii, del Prof. W. S. Jevons, traduz. 

del Pro! L. CossA. 3* ed., riveduta, di pag, xiv-174. 1 50 

— (Vedi Scienza delle finanze), 

ElettrIrUta (Manut^e dell'), di G^. Oolombo e R Fer- 
rini, di pag. vni-204-44 con 40 incisioni 4 — 

— (Vedi Éluminazione — Telefono — Telegrafia), 
Elettrieltà, del Prof. FLBEMiNa Jenkin, traduz. del 

Prof. R. Ferrini, di pag. vin-lfiO, con 32 incisioni. 1 50 

— (Vedi Magnetismo — unità assolute), 
EleitrelUI* (Vedi Galvanoplastica), 
Elieirrafla* (Vedi Arti grafiche), 
Enelelepedla Hoepll (Piccola), in 2 volumi di oltre 

3000 pag. di HO righe per ogni pagina (completo il 
1* volume, il 2" in lavoro). Associazione all'opera com- 
pleta (18 fase, a L. 1) 18— 

Enerif la flslea, di R. Ferrini, di p. vi-lOB^ con 15 ine. 1 50 

— (Vedi Dinamica elementare — Termodinamica). 
Eneletr^A, precetti ad uso degli enologi italiani, del 

Prof. 0. Ottavi, 2* ediz., riveduta e ampliata da A. 
Strucchi, di ^ag. xn-194, con 21 incisioni .... 2 — 

— (Vedi Analisi del vino - Cantiniere - Cognac -Enologia 
domestica - Malattie dei vini - Vino - Yiticoltwra), 

Eoologrla«l*M«»*lc»5diR.SERNAGiOTTO,pasr.viii-^3. 2 — 
Enieniolog'la. (Vedi Coleotteri italiani — Insetti no- 
civi — msetti utili — Lepidotteri), 
Equazioni (Teoria delle), del Prof. S. Pincheble, di 
pagr. xn-170, con 4 incisioni 1 50 

— (Vedi Algebra comvlementaré). 

Errori e preg'lndlzi Yoljparl, confatati colla scorta 
della scienza e del raziocinio da O. Strafforbllo, 
di pag. iv-170 1 50 

Eserelzi g'eog'raflei e quesiti^ di L. HUQUES. oai- 
rittlanle di R. Klepert, 2* ediz., di pag. 76 . . 1 — 

Esercizi di traduzione a eoniplenienlo della 
arrammailea franeeoe, del Prof. G. Prat. (In lav). 

Esercizi di traduzione eon vocabolario a eoBi« 
plenento della «rraMuatlea tedesca, del Prof. G. 
Adler, di naff. iv-236 1 fin 
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EsplodeotI e II mQéo él fabbrlearll, di R. MOLINA. 

OLn lavoro). 
Bst«llea, del Pro! M. Pilo, di pag:. xx-260 .... 1 50 

— (Vedi Etica — Filosofia — Logica — Psicologia). 
Estivi» raraie, di F. OABBeA DI MuBiccE, p. yi-161 2 — 

— (Vedi Agronomia — Disegno topografico — Eco- 
nomia dei fabbricati rurali — CFeometria pratica), 

Etl«a, del ProL L. Friso. (In lavoro). 
Etnaf^afla, del Prof. B. Malfatti, 2* ediz., intera- 
mente rifìisa, di psig:. vi-2(X) 1 50 

— (Vedi Antropologia — Paleoetnologia). 
Etnoloifla. (Vedi Antropologia). 
Fabbricati rurali. (Vedi Economia dei). 
Fabbriche. (Vedi Proprietario di Case). 
Fabbra. (Vedi Fonditore — Operaio — Tornitore). 
FaleffBaBie e4 ebanista, datura dei leg^iami, maniera 

di conservarli, prepararli, colorirli e verniciarli, loro 
cubatura, di d. Belluomini, pae. x-138, con 42 ine. 2 — 

Falslfleailaoe deg>ll allaieotl. ( Ved* Adulterazione). 

Farmaelsta (Manuale del), del Dott P. E. Alessandri, 
di pag. xn-6l28, con 138 tav. e 80 incisioni originali. 6 50 

Ferravle. (Vedi Trasporti). 

Filatelia, (Vedi Dizionario filatelico). 

Fllatnra. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione 
meccanica delle fibre tessili, di E. Q-rothe, traduzione 
suir^tima edizione tedesca, di p. vin-414, con 105 ine 5 — 

— (Vedi Coltivazione — Piante indtistriali). 
Fllalaifla classica, rreca e latlaa, del Prof. V. 

Inama, di pag. xn-ld5 1 50 

— (Vedi Letteratura greca e ronuma). 
Fllananta. Quadro generale di navigazione da diporto 

e consigli ai principianti, con un Vocabolario tecnico più 
in uso nel panfiliamento, del Gap. G.Olivari,p.xvi-224 2 50 
FHosafla warale, di L. Friso, p. xvi-a36 (voi. doijpio) 3 — 

— (Vedi Estetica — Etica — Logica — Psicologia). 
Flnaoie (Vedi Scienza delle). 

Fieri. (Vedi Floricoltura — Piante e fiori). 
Fisica, del Prof. Balpour Stewart, trad. del ProL G. 
Cantoni, 4* ediz., di pa^. x-188, con 48 incisioni . . 1 50 

— (Vedi Calore — Energia fisica). 

Flsleleipla, di FosTER, traduz. del Prof. G. Albini, 
3* ediz., di pag. xn-158, con 18 incisioni 1 50 

Flslelerla ceuiparata. (Vedi Anatomia), 

Fltaleirla. (Vedi Botanica — Flora italiana — Flo- 
ricoltura -— Frutticoltura) 

Fiera Italiana tascabile, di R. PmOTTA. (In lavoro). 

Flerlceltara (Manuale di), di C. M. Fratelli Roda, di 
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Foifiialnrai citiadina, deiring:. D. Spataro. (In lav.). 
Fonditore In tnitl I metalli (Manuale del), di Qt. Bbl- 

LUOMINI, di paff. 146, con 41 incisioni 2 — 

Fanolaif la iri*«<'*9 del Profl A. Cinquini, dn lavoro). 
Fanolagrla llallana, del Dott. L. Stoppato, p. vin-102. 1 60 
FanoloirlA latina, di S. CoKSOU, di pagr. 208 . . . 1 50 
Foiog'aiTanalljila. (Vedi Arti grafiche). 
Fotogrrafla dei eolari, del Dott. C.BoNACiNT. (In lay.) 
Foterrafla pel dilettanti. ((Ik)me il sole dipinge), di 

G. MuFFONE, di pae. x-204, 2* ediz., con molte incis. 2 *- 

— (Vedi Arti grafiche — Dizionario fotografico — 
Ricettario fotoarafico). 

Francobolli. (Vedi Dizionario Filatelico). 
Frumento e malo, di Gt. CANTONI, di pag. vi-168 e 
13 incisioni 2 — 

— (V, Adulterazione — Aiimentazione — Fttnificazionè), 
Frnttieoitnra, del Prof. Dott. D. Tamabo, con 63 il- 
lustrazioni, di pag. vni-192 2 — 

— (Vedi Pomologia artificiale — Uva passa). 
Fulmini e parafulmini, del Dott. Prof. E. Cane- 
strini, di pa|:. vin-166, con 6 incisioni 2 — 

Funghi d) ed f tartufi, loro natura, storia, coltura, con- 
servazione e cucinatura. Cenni di Folco Bruni . . 2 — 

Fnoehi artlfielall. (Vedi Pirotecnia). 

Fuochista. (Vedi Macchinista). 

CialTanoplastlea. ed altre applicazioni delVelettrolisi, 
(j^alvanostegia, Elettroraetallur^a, Affinatura dei me- 
talli. Preparazione dell'aUuminio, Sbiancliimento della 
carta e delle stoffe. Risanamento delle acque, Concia 
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. Ferrini, 2* ed., 
completamente rifatta, di pag. xn-392 con 45 incisioni. 4 — 

«elsicoltnra, del Ptot Dott. D. Tamaro, p. xvi-175, 
con 22 incisioni nel testo 2 — 

Cieodeola. (Vedi Compensazione degli errori — Ode- 
rimensura — Curve — Disegno topografico — Geo- 
metria pratica — Telemetria). 

Geodinamica. (Vedi Sismologia — Termodinamica 
— Vulcanismi. 

C^eogrrafla, di (de. Grove, trad. del Pro£ E. Galletti, 
2* ediz., riveduta, di pag:. xn-160, con 26 incisioni. . 1 50 

■— (Vedi Alpi — Atlante — Cartoprafia — Disegno to- 
pografico — Dizionario geografico — Mare — Pron- . 
tuario di geografia). 

«■eofl^afla eiaoolca, di H. F. TozER, traduzione e 
note dd Prof. I. Gentile, 5* ediz., di pag. iv-16a . 1 60 

Geogrrafla fisica, di A. (3fEiKiE, traduzione sulla 6« 
edizione inglese di A. Stoppani, 3* ediz., pag. lv-132, 
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Ge«l#gpia, di Geikie, traduzione sulla 3* edizione in- 
glese di A. Stoppani, 3* ed., di p. ve-154, con 47 ine. 1 50 

— (Vedi Cristallografia — Mineralogia), 
Ge«iiieirla ADAlitlea delt« spazl4»^ del Prof. F. 

AscHiEBi, di paff. vi-198, con 11 incisioni 1 50 

Cto^oieirla anatUtea del jpiane, del Pr. F. ASGHIERI, 

di pag:. Tl-194, con 12 incisioni 1 50 

Cteometria deseriitiva, del Pro! F. AscHiERi, di 

pag. iv-2t0, con 85 incisioni 1 50 

<ae«iiie(rla metrtea e irig^^Demetria, del Prof. S. 

PiNCHERLB, 8* edi2., di mg, vi-1j5(2, con 16 incisioni. 1 50 
Cie^metria praiiea, delllng. Prof. G-. Erede, 2* ediz., 

riveduta, di pag. x-184, con 124 incisioni 2 — 

— (Vedi Cklennìensura — Disegno assonometrieo — 
Disegno geometrico — Disegno topografico — Geo- 
desia — Regolo calcolatore — Statica — Telemetria). 

Geometria pr«JeUiva del plaBo e delta sleiia, 
del Prof. F. Af»ohieri, 2» ed., di p VT-Ifi2. con 6B ine. 1 50 

Geemetrta projetllva delle spaile, del Prof. F. A- 
scHiERi, con molte incisioni. (In lavoro). 

Geemetrìa pura eleaieDiare, del Prof. S. Pnc- 
CHBRLE, 3' ediz., di pag. vi-140, con 112 incisioni . . 1 50 

Giardlae (B) iDfkotile, del Prof. P. CoMTi, di pa- 

K'ne iv-214, con 27 tavole (voi. doppio) 3 — 
iDaeliea (Storia della), di F. Valletti, di p. vra-184. 1 50 
Gimiastlea remmiolle, di F. Valletti, di pag. vi-112, 

con 67 illustrazioni 2 — 

Ginnaetiea masehile (Manuale di), per cura di J. 
GhELLi, di pag. ym-lOB) eoa 216 incisioni 2 — 

— (Vedi Scherma). 

Gieielleria, arefleeria, ore, ardente e alatilo, 
di E. BoBELLi, di pag. 336, con 125 incisioni . . . 4 — 

— (Vedi Pietre preziose — Metalli preziosi). 
Ginoehi. (Vedi Scacchi). 

Gtaris|pradeaca« (Vedi Codice doganale — Digesto 

— Diritto civile — Diritto romano — Diritto co- 
stituzionale — Diritto intemazionale mibblico e 
privato — Diritto ecclesiastico — Diruto penale 

— Diritto amministrativo — Imposte dirette — 
Legge comunale — Mandato commerciale — Notaio 

— Kiochezza mobile — Testamenti — Legislazione 
rurale). 

Grafeleiria con numerosi autografi del Prof. 0. Lom- 
broso. (In lavoro). 

Graamtatlea araldtea* (Vedi Araldica). 

Graamaiiea e dtfeteaarle delia IÌDg>aa dei Galla 
(eremeolea), del Prof. E. Viterbo. 
V(d. L GaUa-Itallano, di pag. vra.152 2 g 

VnL n. TfAliano-ftallii- Ai mar. T.TTV-106. . - 2 60 
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Oramniattea fk-anccse, del Prof. O. Pbat. (In laYoro) 

— " (Vedi Esercizi). 

Grammatlea ^reem^ del Prof- Inama. (In lavoro). 

(Vedi Fonologia — Morfologia). 
Grammaliea della llttg^aa rreea iii«derBa, del 

Prof. R. LoVERA, di pag. vi-151 1 50 

Graniniatlea inglese, del Prof. Luai Pavia. (Inlav.). 
Orammallca Uallana, di T. CoNGABi, di p. vu-2(>i 1 50 
ttrantiiiatlea ialloa, del Pro£ VALMAaai, di p. X-^0. 1 50 

— (Vedi Fonologia kUina -— Letteratura romana), 
Gramiiiallca e Toeab«larl* delia liiig>na raateBa, 

del Prof. R. Lovera, di pagr. vin-200 .«...« 1 50 
Gramiiiallea sanserlia. (Vedi Sanscrito). 
Gramataltea tedesea, del Prof. L. Pavia, p. xviu-25é. 1 50 

— (V. Esercizi di traduzione — Letteratura tedesca). 
Gravitazf eoe. Spie^zione elementare delle principali 

perturbazioni nel sistema solare di Sir Or. B. AmY, 
traduzione con note ed aggfiunte del Profl F. Pobbo, 
con 50 incisioni, di pag. xxiv-176 * 1 ^ 

— (Vedi Astronomia — Spettroscopio). 

Greeia (La) anllea, di Or. ToMiAZZo. (V. Storia antica^, 

Idreterapla. (Vedi Acque {cura delle]). 

Ig^leoe del Liavoro, di TRAMBUSTI A. e Sanabelli. 
(In lavoro). 

■irlene della Ttla paMUea e privata, del Dott Qt. 
Faballi, di pag. xii-250 2 50 

lg>iene privala e medicina popolare ad uso delle lami- 
glie, di G. BoGK, trad. di E. Parietti sulla 7* edìz. ted. 
oxm una introduzione di Gt. Sobmani, di pae. zn-27& 2 50 

Ig-iene pnbbllea, del Prol SoBMANi. (In lavoro). 

Ig^ieoe rurale, del Dott A. Oabbaboli, di pag. x-470 
(volume doppio) 4 — 

— (Vedi Assistenza aali infermi — Soccorsi d^ urgenza). 
Igriene scotasliea, di A. Repossi, 2* ed., di pag. lv-245. 2 — 
Igriene Telerlnarla, del Dott. U. Babpi, di p. vin-223. 2 — 
lg>roseepÌ, ig'roateiri, amidi tà almesferlea, del 

Prof. P. Cantoni, di pag. xn-146, con 24 ine e 7 tab. 1 50 

— (Vedi Climatologia — Meteorologia). 
lllaminazIoDe elettrica (Impianti di), dell' Ing. E. 

PiAzzoLi, 2' edizione interamente rifatta, di pa^r. xiv- 
466, con 263 incisioni, 78 tabelle e 2 tav. litogiifate. 6 50 
■■tbaUaniatore (Manuale dell'), preparatore tossider- 
mista, di R. Gestro, 2* ed. riv., di p. xn-148, 38 ine. 2 — 

— (Vedi Naturalista via^iatore). 

Impianti elettriel. (V. Elettricità — lUuminazùme). 
Impesta sai r€»dditl di rleekecza iHeUle (Vedi 

Ricchezza mobile). 
Imposte dirette (Riscossione delle), dell' Aw. E. Bruni. 
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Imposée sai fablirieali* (Vedi Proprietario di case), 

loehi^siri. (Vedi Vernici). 

Indaslria della seta, di L. Gabba, 2* ed., p. iv-206. 2 -- 

lodastria (L') sieartea. Manuale pratico deU'Ing:. E. 
Mabazza, di pag:. 288, con 76 ine. e con molte tab. 5 — 

lodvstrie. (Vedi Apicoltura — Arte mineraria — 
Asfalto — Bachi da seta — Caseificio — Concia delle 
pelli — Conserve — Galvanoplastica — Gioielleria 

— Merceologia — Molini — Olio — Orologeria — 
Piccole industrie — Taòacco — Tintore, ecc.). 

lodustrie artlsttelie. (Vedi Decorazione). 

ladnslrie tessili. (Vedi Coltivazione — Gelsicoltura 
Filatura — Seta). 

lafezieDe, dislafezIeBe e dlstarettaatl, dèi Dottor 
Prof. P. E. Alessandri, di pag. vin-190, con 7 ine. 2 — 

Ing^ef^ere elvlle. Manuale dell'Ing:egnere civile e indu- 
striale, di a. Colombo, 13« ed. {SL", 32» e 33« migliaio), di 
p. xiv-366, con 203 fig. e con una Bibliografia dell'Inge- 
gnere disposta in ordine alfabetico delle materie di p. 148 5 50 
Il medesimo tradotto in francese da P. Mabcillag. 5 50 

laffeipiere navale* Prontuario di A. Cignoni, con 
dò &., di pag. xxxn-292. Leg. in tela L. 4 50, in pelle. 5 50 

— (Vedi Attrezzatura — Macchinista navale). 
Ingrassi. (Vedi Chimica agraria — Concimi). 
Insetti neelTi, di F. Francbsghini, di pag. vni-264, 

con 96 incisioni 2 — 

Insetti utili, di F. Fbanceschini, di pag. xn-160, con 

43 incisioni ed 1 tavola 2 — 

Interesse e seente, di E. Gagliardi, di pag. ^1-204. 2 — 

— OTedi Contabilità — Computisteria — Deoito pvih 
blieo — Baoioneria — Valori vubòlici). 

istitncienl delle Stato (Le). (Vedi Diritti e doveri 
dei cittadini — - Ordinamento degli Stati). 

itttelerla. (Vedi Piscicoltura — Ostricoltura e Mi- 
tilicoltura). 

Latte, barre e eacle. Chimica analitica applicata al 
caseificio, del Prot Sartori, di pag. x-162, con 24 ine 2 — 

— (Vedi AdìUterazione degli alimenti — Caseificio). 
^^SS^ salle ealdaje. (Vedi Macchinista e Fuochista). 
^^n^ (Lsk nuova) eemanale e provinciale, anno- 
tata dall' A w. E. Mazzogcolo, 3* ediz., con l'Mfgiunta 

di due regolamenti e due ìndici, di i)ag. vni-t^ . . 4 50 
■-•OTT** (Vedi Codice doaanale — Diritto amministra- 
tivO'dvile - commerciale - ecclesiastico -penale - romamp 

— Imposte dirette — Legislazione i^rale — Ordi- 
namento degli stati — Ricchezza mobile). 

Leiplslazlone rurale secondo il programma governativo 
ner ffli Istituti Tecnici d«ir Aw. E. Bruni, di p. xi-422 3 — 
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LegfiuiBil. (Vedi (hibaèimi dei legnami — Falegna$i^. 
L.epld«tleri Ualtani, del Dott. A. GrRiFFiNi (In lav.). 
L.etleral«r A anterleaBa, di G. St&affobbllo, p. 156 1 50 
Letteratura éanese. (Vedi Lettera;tura nòrvegtana), 
Letteratura ebratea, di A. ReveLl2 vel., di pagr. SÈI 3 — 
Letteratara eirisiatta, del Dott. L. Bbigtoti. (In lav.). 
Letteratara francese^ del Proi. F. Mabgillag, trad. 

di A- Paganini, 2* ediz., di paff. Tin-184 1 50 

Lietteratara t^eeti^ del Prof. V. Inama, 10* ediz., mi- 

gfliorata (dal 85" al 40** migliaio), di pag. Yni-234 . . 1 50 

— (Vedi Filologia classica — Verbi Ureci Anomali). 
Lietteratura inillaiia, del Prof. A. De GuBBRNAfli, 

di pag. vm-159 1 50 

Letteratura tnlrleaa, del Pro£ £. Solassi, 3* edis., 

di pagr. vin-194 1 50 

Lietteratvra istanéeae, di S. Ambbosoli. (In laTOio). 
Letteratura Italiana, di 0. Fenini, 4* eìdizione, di 

pag. vi-204 1 50 

Letteratura lattua* (Vedi Fonologia latina — Qram- 

matica latina — Letteratura romana). 
Letteratura norve^piana del Dott. S. Consoli, di 

pag. xvi-272 1 50 

Letteratura jpersiaMi, del Prof! I. Pizzi, di pag. x-20a 1 50 
Letteratura prevenzaie, A. RestoRI, di pag, X'Wk l 60 
Letteratura remana, del Prof, F. Ramobino, 3* edi* 

zione, riveduta e corretta (dall*8" al 12^ migliaio), di 

pag. iv-320. , , . . , 1 60 

— (Vedi Filoloffia classica — Grammatica latine^. 
Letteratura spafpiuela e juortoifheau, del Pro£ L, 

Cappelletti, di pag. vi-20d 1 50 

Letteratura tedesca, del Prof. O. Lanob, tradoz. 
di A. Paganini, 2* ediz., corretta, di pag. xn-Ì68. . 1 60 

— (Vedi Esercizi — Qrammatica tedesca). 
Letteratura uni^herese, di ZiaÀNT AjBPÀB, di pa- 
gine xn-295 1 50 

Letterature slave, di D. CiÀMPOU, fi volumi : 

L Bulgari. Serbo-Croati, Tugo-Russi, di pag. iv-14é. 1 50 
n. Rnsai. Polacchi, Boemi, « i»g. rv-1^ . . . 1 50 

Lilirl. (Vedi Bibliografia — Bibliotecario — DÌ£Ìo* 
nario Bibliografico — Faleografia — Tipografica). 

Linipua araba. (Vedi Arabo volgare). 

Lingua del Galla (eremeatea). (Vedi Chammatica). 

Lingua francese. (Vedi Chammatica e Esercizi). 

Lingua greca. (Vedi Qrammatica — Letteratura). 

Lingua greca mederna. (Vedi Qrammatict^. 

Lingua latina. (Vedi Grammatica — Letteratura 
romana). 

Lingua rumena. (Vedi Grammatica). 
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Lftttflr*^ MiMierftiu (Vedi Sanscrito). 

Lfinira*^ ledesei^ (Vedi Esercizi — Grammatica -^ 

Letteratura)* . 
JLÌngnm, tigre. (Vedi Tùfrè). 
Eiìngue emmpttwmie* (Vedi Storia comparata), 
Mn^ae ili verse, (V. Letteratura delle singole lingue), 
L.ÌMrne 4«ll' Afrie«9 di E, OusT, versione italiana 

del Prof. A. De &ubernatis, di pag. iv-110. ... 1 60 
Liograe ttee-laOae, del Dott E. Gobba, di paff. 147. 1 50 
Liiiig>ve straoiere (Studio delle), di MaboeIm ossia 

r.&te di pensare in una linerua straniera, traduz. del 

Pro£ Damuhi, di nag. xvi-ia6 1 50 

Livree. (Vedi Àralaica). 

LeirarHaii (Tavole di), con 5 decimali, pubblicate per 

cura di O. Mùller, 3* ediz., di pag:. xx-142 .... 1 50 
Lieriea, di W. Stanley Jevonb, traduz. del Prot G. 

Cantoio, 4* ediz., dipa^. Yin-154, e 15 incisicmi . . 1 50 

— (Vedi Estetica — Etica — Filosofia — Psicologia). 
L.eg'lea mateaialtea, del Prof. 0. Bubali-Forti . . 1 50 
LerlNvey raAa, dell' Inir. 0. Cho^a, 8* ediz., di pa- 
gane XIV472 1 50 

— (V. Computist - Contabilità dello Stato - Ragioneria). 
Laee • eelori, del Profl G. Bellotti, di pag:. x-156, 

con 24 incisioni e 1 tavola. 1 50 

IlaeeiiiBtsta e ftieeiitsta, del Prof. G. Gautbbo, 
6* edizione, con aggiunte dell' Ing. L. Loria, di pa- 
gfine .xiv-180, con 24 incisioni e col testo della Legge 
sulle caldaie, ecc. (dal 10* al 12* miffliaio) 2 — 

llaeelilvisla aavale (Manuale del) ai M. LieNABOLO, 
di pag, xn-404, con 16i figuro 5 50 

Maeeiìltte arrleele^ del qonte A. Cengeuj-Pebti, 
di pag. vin-216, con 68 incisioni 2 •— 

Maeeiuve da evetre e rteamare, dell'Ing. Alfredo 
Galassinl (In lavoro). 

Maeeliiae. (Vedi Ingegnere civile — Ingegnere na- 
vale — Macchinista e fuochista — Macchinista navale 
— Meccanismi (500) — Meccanica -- Orologeria). 

Ma|rB«^l«»« «^ elellrteiU^ del Dott G. Poloni, 
di pag. 20-204, con 102 incisioni 2 50 

Mais. (V. Agricoltwra — Frumento — Panificazione), 

Malattie erittoflraadclie ilelle piante erlbaeee 
eeitiwate, del Dottor R, Wour, traduzione con note 
ed aggiunte del Dottor P. Baocabdo, pagine x-268, 
con 50 incisioni 2 — 

Malattie ed alterasieiii dei visi, del Prof. & Cbt- 
TOLiNi, di pag. xi-138, con 13 incisioni 2 — 

MaUtae traeMUsllitil daip li aaiatali alt' ^lUMa.. 
(Vedi Zoonosi). :> 
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llMiéato «•■iniereimle, del Pro! E. VlDABI, 4i psk- 
gfine vi-160. 1 50 

Mare (B), del Plot V. Bellio, di pag. iv-140, oon 
6 tavole litografate a colorì 1 50 

Marion (Manuale del) militare e mereaaliie, di 
De AfSEZA&JL, con 18 xilografie ed un elenco del per- 
sonale dello Stato madore, di pag. ym-264. . . . 5 — 

llasliei. (Vedi Vernici e lacche). 

Materiali ila eestraztene (Vedi Be8%9tenza dei — 
Travi metallici campòiti), 

Matematlea. (Vedi Algebra — Aritinebìoa — Cde- 
rimenaura — Compensazione — Equazioni — Geo- 
metria — Logaritìni — Logica matematica). 

Materie eeleraatt. (Vedi Colori e Vernici — Tin- 
tore — Piante industriali — Vernici e Lacche). 

Meeeaaiea, del Prol R. Stawell Ball, traduz. del 
Profl J. Benbtti, 3* edizione, di pag. xvi-214, oon 80 
incisioni 1 50 

MeeeaBisiiit (5(X)), scelti fra i ]|^ù importanti e recenti 
riferentisi alla dinamica, idraulica^ idrostatica, pneu- 
matica, macchine a vapore, molim, torchi, orologerìe 
ed altre diverse macchine, da H. T. Bbown. tra- 
duzione italiana sulla 16* edizione inglese. dall'In- 
gegnere F. Oerruti, di pag. vi-176, con 500 incisioni 
nel testo 2 50 

— (Vedi Orologeria — Tornitore meccanico), 
Medag'iie. (Vedi Numismatica), 

M€»dlelaa« (Vedi Anatomia — Animali parassiti — 
— Assistenza agli infermi — Batteriologia — Fisio- 
logia — Farmacista r- Igiene — Frotistologia — Soc- 
corsi d^urgenza — Zoonosi). 

Mereeelerla, del Pro! 0. Ltjxardo, (In lavoro). 

Metalli. (Vedi Peso dei metalli — Operaio — Fondi- 
tore — Tempera — Tornitore), 

Metalli preziosi (oro, argento, platino, estrazione, fu- 
sione, assa^, usi), di O. Qobini, 2* ediz., di pag. 196, 
con 9 incisioni 2 — 

— (Vedi Oreficeria e Gioielleria), 
Meteoreleg>ia i^enwtkìe^ del Dott L. De Marchi, 

di pag. VI-I56, con 8 tavole colorate 1 50 

— (Vedi Climatologia — Igroscopi — Sismologia). 
Metriea dei rreet e del reatani, di L. MÙLLER, 

tradotta dal Dott V. Lami, di pag[. xvm-130 ... 1 50 
■— (Vedi Letteratura greca — Ritmica — VcrW grecii, 
J^*??*** ^^^^ Prototipi internazionali del metro 
e del ìalogramma), 
%^m^) ^^^ J^^^** « Tartufi - Malattie OnU 
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MierMi««pU CD), ossia GKiida elementare alle più fo- 
cili osservazioni di Microscopia, del Profl Camillo 
Acqua, di pagr. zu-226, con 81 incisioni 1 50 

— (Vedi Batteriologia — Frotistologia — Tecnica 
microscopica). 

Miele* (Vedi Apicoltura). 

Mtittarta. (Vedi Esplodenti — Scherma — Storia 
arte militare). 

Mitteralei^ia g^eoerale, del Pro! L. Bombiogi, 2* edi- 
zione riveduta, di pap:. xiv-190, con 183 incisioni e 
3 tavde cromoiitogra&te 1 50 

Mioeralegria deserilllva, dei Prof. L. Bombicci, 2* 
ediz. di nag. iv-300, con 119 incisioni (voi. doppio). . 3 — 

— (Vedi Cnstalloarafia). 
Mioiere. (Vedi Arte mineraria), 

Mtaiatara. (Vedi Colori e vernici — Luce e colori — 
Decorazione e ornamentazione — Pittura). 

Hill. (Vedi Errori e pregiudizi), 

Militteettura. (Vedi Ostricoltura —Piscicoltura), 

Miteleg>ia eemaarala, di A. De G^ubbrnatis, 2* ediz., 
di pag. vin-150 . 1 50 

llttoleg>ia g>reea, di FoBBSTL Voi. I, Divinità, di 

pag. vin-264 1 60 

Voi n. Eroi. 1 50 

Mitole^ta remaiia, di A. Foresti. (In lavoro). 

Melioi (Industria dei), di C. Siber-Millot. (In lavoro). 

MoBientt resistenli e jpesl di IraTl metallleke 
eeaipeaie. Prontuario ad uso degli ingegneri, archi- 
tetti e costruttori, con 10 figure ed nna tabella per 
la chiodatura, di E. Sghenok, di pag. xl-188. ... 3 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Resistenza dei materiali), 
Moaete. (Vedi Archeologia — Numismatica — Paleo- 
grafia -~ Tecnologia e Terminologia monetaria). 

llerfoie^la greea, del prof. V. Bettei. (In lavoro). 
llerale. (Vedi Etica — Filosofia morale). 
Musica. (Vedi Armonia — Cantante — Pianista — 

Storia della musica — Strumentazione — Strumenti 

ad arco ecc.). 
Mutue seeeerse. (Vedi Società di) 
iVaturaltsIa wìmggìwifrej di A. Lssbl e R. Gestro 

(Zoolopiia), di pag. vni-144, con 38 incisioni .... 2 — 

— (Vedi Imbalsamatore — Zoologia), 

Mautlea. (Vedi Attrezzatura — Filonauta — In* 
gegnere navale — Macchinista navale — - Marino), 

Molare (Manuale del), aggiuntevi le Tasse di registro, di 
bollo ed ipotecarie, le norme ed i moduli pel Debito 
pubblico, del Notaio Aw. A. (3^aretti, 2* ediz., rifusa 
e notevolmente amnliata, di naer. zn-340 3 50 
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MaMisniatlea^ del Dott S. AmkìOSoli, di pag:. XVI*^0) 
con 100 fotoincisioni nel teste e 4 tavole 1 50 

— (Vedi Araldica — Archeologia — Paleografia), 
Olii trer^tAli, aitlaialt e Hittteraliy loro appiicaziolii, 

di Gt, &OBINI, di pag. vni-214, con 7 incis., 2* ediz., 
completamente rifatta dal Dott Qt. Fabris . . , . 2 -* 

— (Vedi Industria stearica -- Olivo ed olio — Saponi)^, 
OIIt« ed •tifi, Coltivazione deirolivo, estrazione, p¥r 

rificazione e conservazione délVcliù^ dtì Pl^t A, Aloi, 

3* ediz., <ii Pftir* xn-330) con 41 incisioni . . . • . 3 — 

•«ero, di W. Gladstone, traduz. di R Palumbo e 
0. FioRiLLi, di paflr. xn-196 1 60 

Operale (Manuale delD. Baccdta di ooffniaoni utili 
ed indispensabili a^li operai tornitori, fiibbrì, calderai, 
fonditon di metalli, bronzisti, amustatorì e mecca- 
nici, di G. BELLUOMiia, 3* edizione, di j»g. xvi-2t6. 2 — 

— (V. Falegname - Fonditore - Paga operai - Tornitore), 
OperaiioDi deg>aDali. (Vedi Codice doganale — Tror 

sporti). 
Opifici. (Vedi Proprietario di Case), 
OrdiaaBieiito de^it Stati liberi d' Eareal^ del 

Dott F. Racioppi, di pag. vni-310 (voi. dc^o) . . 3 — 
OrdloaMeote deg>ll Stali Uberi fnerl d'Eiarepa, 

del Dott F. Racioppi, di pag. vin-376 (voi. doppb). 3 — 
Orefleerla e rlcjellerlay oro. argento 6 platino^ di 

E. BosEtLi, di pag. 336, c(m 125 incisioni . . . • 4 -- 

— (Vedi Metalli preziosi — Pietre pretioae), 
Orleote antlea (LI. di I. G^BMTILE. (V. Storia rniHoo^ 
OrnameotaEleoe. (Vedi Colori — Decorazioni^ Di" 

segno — Pittura — Scoléwa), 

Orografia. (Vedi Alpi — Dizionario Alpino — Pre- 
alpi Bergamasche). 

Orologrerla medema, dell*Ing. Gaauffa, con 187 
illustrazioni, di pag. vrii-302, con 276 incisioni . . . 5 — 

Orlieellara, del Prof. D. Tamaro, con 60 incisioni 4 — 

— (Vedi Agricoltura), 

OslrieeUara e mltllleaUnra, del Dott D. OaHazzi, 

con 13 fototipie, di pag. vin-202 2 50 

Ottica, di E. (jrELCiCH, con molte illustrazioni (In lav.). 
Ovieoltora. (Vedi Alim^entazione — Bestiame), 



Paleeirrafla, di E. M. THOMPSON, traduz. dall'inglese, 
con aggiunte e note di O. Fumagalli, di pag. vra-156, 
con a incisioni nel testo e 2 tavole in fototipia . . 2 — 

£!!?:?*■*"'.•?• ^T?"?.*"^**' ^ PoMMLio. di pag. IV.126. 2 - 
^ Parafalailni. (Vedi Elettricità — IMi^ii^. 
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Parassitologi*. (Vedi Ammali parassiti). 
P«dag>o|f la. (Vedi Didattica — Giardino infantile — 
Ginnastica femminile e maschile — Igiene scolastica). 
Pelli. (Vedi Concia delle vellis. 
Pensioni. (Vedi Società di Mutuo soccorso). 
Peso dei melalll, ferri quadrali, roltang-olarl, 
eiiindrlei, a sóvadra, a (J, a IT, a Z^ a T e 
a donalo T, e delle lamiere e tnhì dì tatti I 
neialii, di Gt. Belluomini, di pag. xxiy-248 ... 3 50 

— (V. Fonditore — Ingegnere civile — Ingegnere navale 
— Momenti resistentt — Operaio — Resistenza). 

Pianista (Manuale del\ di L. Mastrioli, di p. xvi-112. 2 — 
Piante e fiori sulle finestre, sulle terrazze e nei cor- 
tili Coltura e descrizione delle principali specie e va* 
rietà, di A. Pucci, di pag. vin-108 con 116 incisioni. 2 50 

— (Vedi Botanica — Floricoltura — Frutticoltura). 
Piante Indnstriali, coltivazione^ raccolto e prepara- 
zione, di Or. GoRiNi, nuova edizione, di pag. ii-144. 2 — 

Piante tessili. (Vedi Coltivazione ed industrie delle). 
Pieeole Industrie, del Proi A. Errerà, di p. xVi-188. 2 — 
Pietre preziose, classificazione, valore, arte del gio- 
ielliere, di Or. GoRiNi, 2* ed., di pa^. 138, con 12 me. 2 — 

— (Vedi Metalli preziosi — Or^ceria — Gioielleria). 
Piroteenlea moderna, di F. Di Maio, con 111 inci- 
sioni, di pag. vni-150L 2 50 

Piseieoltnra^ del Dott. E. Bettoni. (In lavoro). 

— (Vedi Ostricoltura e Mitilicoltura). 

Pittura. Pittura italiana antica e moderna, del Prof. A. 
Melaci, 2 voi., di pag. xx-164 e xxvi-202, illustrati 
con 102 tav., di cui una cromolit. e 11 figure nel testo. 6 — 

— (Vedi Anatomia pittorica — Colori (scienza dei) — 
Colori e vernici — Decorazione — Luce e colori). 

Poesia. (Vedi Arte del Dire — Dante — Letteratura 
Omero — Bettorica — Ritmica — Shakspeare — 
Stilistica). 

Poli leoi tara, del March. Gt. Trevisani, con 70 illu- 
strazioni, di pa^. xvi-176 2 50 

— (Vedi Animali da cortile — Colombi). 
Pomologia artifletale, secondo il sistema (jl^amier- 

Valletti, del Prof. M. Del Lupo, p. vi-132, con 44 ine. 2 — 

— (Vedi Frutticoltura — Orticoltura). 

Prato (H), del Prof. Gt. Cantoni, di pag. 146, con 13 ine 2 — 
Prealpi berf^maselie (Ouida-itlnerario alle), com- 
presi i passi alla Valtellina, con prefìetzione di Stop- 
pani, 2* ediz., di pag. xz-124, con carta topografica e 

panorama delle Alpf Orobiche 3 — 

-- (Vedi Alpi — Dizionario alpino — Geografia). 
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Pr^AuMeria, delllmr. E. Mabazza. (In lavoro). 

— (Vedi Industria stearica — Saponeria). 
Pr^Dtnari* ài g>eo^afl« e stailstiea, di &. Ga- 

BOLLO, pae. 62 ..1 — 

— (Vedi Auante Universale — Atlante d*IMia — 
Dizionario geografico — G^eqgrafia), 

Praotnaria jper te pagrhe. (Vedi Paghe), 
Proprietaria di ease e di aptflct (Manuale del), 

Imposta sui fabbricati dell'Avv. Giordani, pag. xx-2W. 1 óO 
PratÌstala||rÌA9 di L. Mao^i, 2* ediz., di pag:. xvi-278, 

con 93 incisioni nel testo (volume doppio) 3 — 

— - (Vedi Animali parassiti — Batteriologia — Mi- 
croscopio), 
Praiatipt (I) internazionali del metro e del kilogramma 
ed il codice metrico intemazionale,di A.TACCHiNi.(In lav.) 
Proveriii in quattra iiii|rn«* (V. Dottrina popolare), 
Psieaioiria, del Prof. 0. Cantoni, di pag. iv-158 . . 1 50 
Psieoloiria fistaiafiricai di G. Mantovani. (In lav.). 
Raeeofrlitore di fraBcoliaili. (Vedi Filatelia), 
Rartonerla, del Prof. V. Gitti, 2* ediz., di pag. vi-132. 1 50 

— (V. Computisteria — Contabilità — Logismografia). 
Heciaail ferravlarl. (Vedi Trasporti). 

Reggalo ealealalore e sae appltcaziani nelle ajpe- 
razioni topoflrraflche, dell Ing. G. Pozzi. (In lav.). 

Rellfl^lane e llnne dell'India Ìng>leoe, di È. OuST, 
trai dal Profl A. Db Gubebnatis, di pag. iv-124 . 1 50 

— (Vedi LeUprntura indiftna). 

Resistenza del materiali e stabilità delle eastrn- 
zlonl, dell'Ing. Gallizia, pag. x-336, 236 incisioni e 
2 tavole 6 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Travi metallici), 
Rettoriea, ad uso delle Scuole, di F. Capello, p. vi-122. 1 50 

— (Vedi Arte del dire — Ritmica — Stilistica), 
Rieamo. (Vedi Macchine da cucire), 
Rieehezza mollile (Imposta sui redditi di), dell'Av- 
vocato E. Bruni, di pag. vni-218 1 50 

Ricettarla fotagraflea, Dott Luigi Sassi, di p. vi-150 2 — 
Risealdameuto e ventllazlane deg^tt ambienti abi- 
tati, del Prof. R. Ferrini, 2 voi., di pag. x-332, 94 inde. 4 — 
Rlseassiane dMmpaste. (Vedi Imposte dirette). 
Risorgimento Italiana (Storia del), del Prof. F. Ber- 

tolini, di pag. vi-154 1 50 

-- (Vedi Storia e cronologia — Storia italiana), 
Rlstanratare del dipinti, del Conto G. SbCOO-Suardi, 
^ voi., con molte incisioni. (In lavoro). 
Ritmiea e metrlea razionale Hallana, del Pro- 
fessore Rocco Murari, di pag. xvi-216 150 

— (Vedi Arte del dtre ^ BettoHca - StUistinj^y 
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Rlvf»lnzi«ne (La) Araseese (17894799), del Pro£ Dott. 
Gian Paolo Solebio, di pag. iv-17(5 1 50 

S«nserU« (Avviamento allo studio del), di F. Gt. Fumi, 
2* edizM rifatta, di pag. xn-254 (voi. doppio) .... 3 — 

Saponeria, delllnjgr. E. Mabazza. (In lavoro). 

— ( V edi Frofumeria). 

Seaeehi (Manuale pel giuoco de^li), di A. Seghieì», 
di pag. xv-2^ con 191 illustrazioni 2 50 

Sehema Italiana (Manuale di), su i prindpii ideati da 
Ferdinando Masiello, di J. Gblli, p. vin-19f, con 66 tav. 2 50 

Seienza delie finanze, di T. Carnevali, pag. iv-140. 1 50 

Setense nataraii* (Vedi Anatomia comparam — Am- 
mali parassiti — Antropologia — Arte mineraria 

— Batteriologia — Bestiame — Botanica — Chimica 

— Coleotteri — Chimica agraria — Concimi —• Cri- 
stallografia — Fisiologia — Flora italiana — Funghi 
e Tartufi — Gelsicoltura — Geologia — Imbalsa- 
matore — Insetti — Lepidotteri — Microscopio — 
Mineralogia — Naturalista — Ostricoltura — Piante 
e Fiori — Piscicoltura — Pomologia — Protisto- 
logia — Selvicoltura — Zoologia). 

Seolinra. Scoltura italiana antica e moderna, statuaria 
e ornamentale dell' Archit Prof. A. Melani, dì pa- 
gine xvin-196, con 56 tav. e 26 fig. intercalate nel testo. 4 — 

Seaitnra in lejgne. (Vedi Decorazione e industrie 
artistiche — Falegname), 

Serillare il* affari (Precetti ed esemi» di), per uso 
delle Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Pro- 
fessor D. Maffioli, di pag. vni-203 1 50 

AelvieeUura, di A. Santilu, pag. vin-220 e 46 ine. 2 — 

Serieoltnra* (Vedi Bachi da seta — Gdsicoltura — - 
Industria ddla seta — Tintura deUa seta), 

Sliakspeare. di Dowden, trad. di Balzani. (In lav.). 1 50 

Stderarrta (Manuale di), dell' Ing. V. Zoppetti, con 
molte illustrazioni, di pag. 380 (In lavoro). (V. Me- 
talli - Tempera) 5 50 

SlsBieio|rl*9 del Capitano L. (jI^atta, di pag. vni-175, 
con 16 incisioni e 1 carta 1 50 

Seeeorsi d* nrg>enza, del Dott. C. Calliano, di pa- 
gine xli-299, con 6 tavole litografate, 3* edizione. . 3 — 

Soetalismo. (In lavoro). 

flieeietà di Maino soeeorse (Manuale Tecnico ijer le). 
Norme per l'assicurazione delle pensioni e dei sussidi per 
malattia e per morte del dott G-. (jtabdenghi (in lav.). 

Sneltroseopie (Lo) e le sne appileaslenl, di R. A. 
Proctor, traduz. con note ed aggiunte di F. Porro, 
di pag. vi-178, con 71 incisicmi e una carta di spettri 1 50 

Snirlto di wine» (Vedi Alcool — Cognac), 
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SlP*rt« (Vedi Alpi — Cacciatore — Ciclista — Dizùy» 
noria Alpino — Ginnastica — Scacchi — Scherma), 

flitatiea (Princìpi di) e slrameBli welrlety per Tlng. 
E. Bagnoli, un lavoro). 

Siattstiea, di F. VmGiLn, di pag. vin-176 .... X 50 

flltearineria. (Vedi Industria stearica)* 

Slenmii. (Vedi Araldica). 

SleD08^r*fl«, di G^. GiORGSTTi e M. Tessaroli (se- 
condo il sistema (^belsberg:er-Noe), di pag:. 200. . . 2 ^ 

Stilistlea, del Vrol F. Capello, di pag. xn-164. . . 1 50 

-— (Vedi Aris del dire — Rettorica -^ Ritmica, 

Storia aottea (Elementi di). Voi. L L'Oriente Antico, 
prospetto storico, di L Oentilb, di pag. xn-232 . . 1 50 
Voi. n. La Grecia, di G. Toniazzo, di pag. vi-216. 1 50 

Storia eoDiparaia delle lia^ue elassiclie e delie 
neoialine, di G. S. Ascoli. (In lavoro). 

Storia e eroooioria medioevale e aioderDa, in 
OC tav. sinottiche, di V. Cabaqrandi, di pag. xvin-201 1 50 

Storia deli^arte nillltare aotiea e atoderiia, di V. 
Rossetto, con 17 tavole illustrative, di pag. vm-501 5 50 

Storia della g-iDoastloa. (V. Ginnastica - Scherma), 

Storia italiana (Manuale di), di C. Caktù, di p. iv-lda 1 50 

— (Vedi Risorgimento — Storia e cronologia). 
Storia della Bivsica, del Dott A. Untebsteineb, di 

pag. 300 (voi. doppio) 3 — 

Storia Maturale. (Vedi Scienze natwali). 
Strateghi a. (Vedi Storia dell'arte militare). 
StraBientazione (Manuale di), di R Pbout, trad. itaL 

con note di V. Bica, con 95 esempi, di pag. x-222. 2 50 

— (Vedi Armonia — Cantante — Pianiate^, 
Stranienti ad areo (Gli) e la ntustea da oanMra, 

del Duca di Capfabelli F. (In lavoro). 

Stranienti nietrlel. (Vedi Statica). 

Sussidi. (Vedi Società Mutuo soccorso). 

Taliaeeo, del Prot G. Cantoni, di p. iv-176, con 6 ine. 2 — 

Taoheonietria. (Vedi Celerimensura), 

Taglilo e eonfesiono di liianelieria. (V. Disegno). 

Tarlile ferroTlarle. (V. Codice doganale - Trasporti). 

TartuO e funiThi* (Vedi Funghi). 

Tasse di registro, liollo, eee. (Vedi Notare). 

Tassldernitsta. (Vedi Imbalsamatore — Naturalista 
viaggiatore). 

Tairole iogroritailelie. (Vedi Logaritmi), 

Tavole taelieometrielie. (Vedi Celerimensura), 

Teeulea di anatomia mleroseoplea, del Pro£ D. 
Carazzi, di pag. xi-211 con 5 incisioni 160 

Teeaoioria e terminologia monetaria, di G. Sac- 
chetti, di pag. xiv-192 2 — 
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Telei^afla, di R FERRINI, di pagf. vi-318, con % ine 2 — 
T«le|prafla Biarittiiiia. (Vedi Attrezzatura), 
Teleoietrta, misura delle dlstaoce In g>«erra, 

di Or, Bertelli, di pag. xin-145) con 12 zincotipie . 2 — 

— (Vedi Cartografia — Cderimensura — Compensa- 
zioni errori — Disegno topografico). 

Tempera e eeMeotazIone, dell'Ing. Fadda. (In lav.)< 

Terntedinamiea, di C. Cattaneo, di pag. x-196, con 
4 figure 1 50 

Terreateti. (Vedi Sismologia — Vulcanismo), 

Tessitura. (Vedi Filatura). 

Testameoti (Manuale dei), per cura del Dott L. Sb- 
rina, di pag. vi-238 2 50 

TigTé^iiailane (Manuale), con due dizioimriettì ita- 
liano-tigre e tigre-italiano ed una cartina dimostrativa 
degli idiomi parlati in Eritrea, del Cap. Manfredo 
Camperio, di pag, 180 250 

— (V. Araòo volgare — Grammatica Galla — Lingue 
ddVAfrica), 

Tintore (Manuale del), di K Lepettt, 3* ediz., di pa- 
gine x-279, con 14 incisioni (voi. doppio) 4 — 

Tintura della seta, studio chimico tecnico, di T. Pa- 
scal, di pag. xvi-432 5 — 

TÌM|rrafla. L — Guida per chi stampa e & stMu^kiu 
■— Compositori e Correttori, Revisori, Autori ed Edi- 
tori, di S. Landl di pag. 280 2 50 

Tepo|r>^0a« (Vedi Cartografia — Célerim>en9V/ra — 
Compensazione errori — Disegno topografico — Re- 
golo calcolatore — Telemetrie^, 

Tenei^raia di ftoma antica, di L. Borsari, con 
illustrazioni. (In lavoro). 

Tornitore meeeanlee ((3^uida pratica del), ovvero 
sistema unico per calcoli in g[enerale sulla costruzione 
di viti e ruote dentate, amcchita di oltre 100 pro- 
blemi risolti, di S. Dinaro, di pa^. 164. 2 — 

— (Vedi Meceamica — Meccanismi — Operaio), 
Trasparti, tariffe, reeiami rerreTlarl ed epe- 

raiiani deg^analt. Manuale ieratico ad uso dei com- 
mercianti e privati, colle norme per l'interpretazione 
delle tariffe e disposi^oni vigenti, per A. G. Bianchi, 
con una carta delle reti ferroviarie italiane, di pa- 
gine xvi-152 2 — 

TraTi nietalliei eampestl (Momenti resistenti, pesi 
dei), di E. ScHBNOK, pagine XL-Id8, 10 figure e tabdla 
per chiodatura 3 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Resistenza dei materiali^. 
TrÌang>oÌazÌonÌ topo|praflelie e trlangroiazionl ea* 

tastali, delllng. 0. Jacoangell (In lavoro). 
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Ilatià assolate. D^nizione, Dimensioiii, Rappresenta* 
zione. Problemi, delllng. Gt. Bbbtolini, di p. x-ia4-44. 2 50 

Uva passa (Industria dell') • ilettaessleailane éalle 
fratta e ilecrli •riain'i, Pro! L. Papabblll da 
lavoro). 

ITalIt Lamlbarde, di SCOLARO. (Vedi Dizion, alpino), 

ITaiarl pabbilei (Manuale per l'apprezzamento dei) e 
per le operazioni di Borsa, Dott F. Picoinelli, di 
pag. xiv-236 2 50 

ITetaelpeilisiiia. di A. Galante. (Vedi Ciclista), 

VeDtilaziaoe. (vedi Riscaldamento), 

Verbi ipreel aoaaiatl (I), di P. SPAONOTTI, secondo le 
Grammatiche di Curtius e Inama, di pa^. xxiv-107. 1 50 

ITeraiet, laeehe, mastiet, laehiastrt da stampa, 
eeralae«he e preilattt afilai (Fabbricazione delle), 
deiring:. Ugk) Fornabi, di pag. vra-262 2 — 

— (Vedi Colori e Vernici), 

Veterinaria. (Vedi Bestiame — Cavallo — Igiene 

veterinaria — Zoonosi). 
Vìmgfflm (Vedi Ciclista — Cristoforo Colombo — iVo- 

turalista viaggiatore), 
irtnacee (Fabbricazione delle). (Vedi Cognac), 
Vino (H), di Gbazzi-Soncini, di pag. xvi-152 .... 2 — 
Vitleeitnra. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani, 

del Pro! 0. Ottavi, rived. ed ampliata da A. Struochx, 

3* ediz., di pa^. yni-lB4 e 22 incisioni 2 — 

— (Vedi Analisi del vino — Cantiniere — Enologia 
— Enologia domestica — Malattie dei vini — Uva 
passa — Vino), 

Voeabolarte (Nuovo) della llng>na Italiana, di 
A. Straccali e L. (Dentile. Volume di circa 1400 pa- 
gfine. (In lavoro). 

Velaipiik (Dizionario italiano-volai>ùk), preceduto dalle 
Nozioni compendiose di gfiammatica della lingrua, del 
Prof. 0. Mattei, secondo i principii dell'inventore M. 
ScHLEYER, ed a norma del Dizionario Volapiik ad uso 
dei francesi, del Pro£ A. Kebckhoffs, di pasr. xxx-198. 2 60 

— (Dizionario volapiik-italiano), del Profl 0. Mattbi, 
dipag. xx-204 2 50 

— Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli e 
dialoghi italiani-volapiik, per cura di M. Kosa Tom- 
masi e A. Zahbelli, di pag. 152 2 50 

Volonietrla. (Vedi Analisi volumetrica), 
waleanisme, del Capitano L. Gatta, di pag. vni-298, 

con 28 incisioni 1 50 

'"sZmol ^^*7^*^^*^ -" Igroscopi — Meteorologia — 
aineetl|32f (Vedi Arti graMé). 
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Z*«lwia, Proff. E. H. Giglioli e G. Cavanna, 3 voi.: 

L Invertebrati, di pag. 200, con 45 %ure ... 1 60 
n. Vertebrati. Parte I, Generalità, Ittiopsidi (Pesd 

ed Anfibi), di pagr. xvi-156, con 33 incisioni. . 1 50 
HL Vertebrati. Parte II, Sauropsidi, Teriopeidi (Ret- 
tili, Uccelli e Mammiferi), p. xvi-200 con 22 ine. 1 50 
— (Vedi Animali parassiti — Batteriologia — Coleot- 
teri italiani — Imbalsamatore — Insetti — Lepi- 
dotteri — Naturalista viaggiatore — Frotisfologta), 
ZooDosi, del Dott. B. Galli Valerio, di pag. xv.227 1 50 
Z^^ieeoia, del Pro! Tampelini. (In lavoro). 
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